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第 一 讲 ”调和 函数 的 几何 理论 


51. BREH 
在 复 平 面 上 变形 ! 
w= ŽA, lol<1 (1) 
及 
w = c? (2) 
E OD 推 得 


upea GaG- 

! d (1 — az)Y(1 — az) 

_ — lal» — [212 
1 = azi . (3) 
因此 (1) 把 单位 圆 |z| — 1 26298 hr [RE | e| — 1, 单位 圆 内 部 
变 为 单位 圆 内 部 .变形 (2) 也 有 此 性 质 ，。 并 且 (1) 把 zx 一 “ 变 


为 w - 0, 
微分 (1) 式 得 
de = 22 pad o 1—38 gs (4) 


1 一 dz (1 一 az» (1 — az» 
(3). C 相 除 , 取 绝 对 值 的 平方 得 出 经 过 (1)、(2) 不 变 的 微 
分 型 
Ide az: 
Gju A ll o» 
与 此 微分 二 次 型 相对 应 的 有 不 变 的 微分 算 子 


1) ix JL à (CR a RER. 


o^ 由 
edo) OwOw ( Iz) OzO0z (6) 
这 就 是 Laplace AF 
Q? 


OzOz Ox’ Oy? ` 
《1) 既 然 把 单位 贺 变 为 单位 圆 , 则 当 2 = e7(0 Sr 22D, 


w = e”, BD 


o _ O09 o^ 


if — —ff 
RE: a Lil ae E 
1 — ae” l1 — ae" 


这 代表 变形 (1) 在 单位 圆 圆周 上 所 引起 的 变化 .而 《47 式 变 
为 


1 — aa 


dd, = 一 一 一 dr， 
CT -aeny 
两 者 相 除 得 出 1 - 
dd = —— dr. 7 
?Uh-aep 7) 
从 | 
a = pe, pl 
" 1 — |al’ 1 — e 
P(p, 0 — v) = 一 一 一 一 一 一 — M.C) 


|1 — ae” |? 1 — 2pcos(0 — r) + o^ 
这 个 图 数 称 为 Poisson 核 ,因此 ，Poisson 核 是 单位 圆 经 (1 ) 变 
为 自己 所 得 出 的 函数 行列 式 ，Poisson 核 有 以 下 的 特点 : 
CG) EEE. 当 o 二 1 时 , P(p, 0—r)>o0. 
0， 若 Or, 


Ci) limP(p,0 —7) = r> * oas 


Gii) = | Eo, 6 一 T)dr = 1, 
这 结果 也 是 显然 的 ,其 理由 是 ,由 (7) 得 
1 1 


Pe 2x 
1| P(o,0 — v)dr = 工 | dp = 1, 
27 JO 2x J9 


性 质 GD 与 Gii) 合并 称 为 “6 函数 的 性 质 ”. 
(v) 当 p 二 1 时 , CEAT Laplace 方程 ( 极 座 标 形式 ) 


8 Ou ) Pu 
o 一 一 o 一 一 | 十 = 0 9 
Oo V Do ag ^ (9) 
要 证 明 这 一 点 也 是 十 分 容易 的 , 因为 
€ i(8-r) pe ($79? 


P(p,0 — v) = 1 + — 


] — pe ?7? ] — pe 97?) 


=] 4-2 > p"cosn(0 — c), 


25-1 


而 o"cosa(O — t) 显然 适合 于 《9), 因而 PCo, 0 — v) 也 适合 
F (9). 

解 单位 圆 的 Dirichlet 问题 ， 

给 一 个 以 2x 为 周期 的 连续 函数 p0), R— AR Coe?) 
在 圆 内 适合 于 Laplace JE”, 且 

limul pe™) = q(8). (10) 

这 就 是 有 名 的 Dirichlet 问题 . 

我 们 分 以 下 几 个 步骤 来 解决 这 一 问题 : 

(1) 先 证 均值 公式 : WR uoc) 在 圆 内 有 二 阶 连 续 
Aka ou. ru HE Laplace 方程 (9), 在 圆 内 及 圆周 上 连续 , 则 


1 (" upe®s)d0 = 40) 0«p«l, (11) 
证 法 是 : 由 Laplace 方程 知 
p 3 (o ES x NC = 一 NES u(pe'*)46 
一 一 LAE Qe) i 一 0. 
求 积 分 得 


1) 适合 Laplace JEDARA AAA. 


人 ee 
= pi Iri uec cm r» e seis eram n 


当 一 0 时 ,可 见 一 0， 再 积分 ,得 
工 NC. =c, 


2x .0 
是 一 与 ?无 关 的 常数 ,再 取 p = 二 0, GI X. 
(2) 依 (1) 换 变 数 , 命 
vlz) = ulw), ” 
则 


上 er) = ule”), (a) u0). | , 
(11) X279 Co — 1) | 
v(a) = u(0) 一 i i[ ule tjd 
== ES e*t i= eb 
ip v(ef*) TEE dr 
命 a = 二 pe” 及 换 符 号 则 得 Poisson 公式 


iun i N ir 1 — e i 
u oe ) 一 一 ue —————————————— dr. 12) 
(o 2x Jo (e) 1 一 2pcos(9 — t) + ge? (12) 


换言之 ,如 果 ulot) 是 一 个 调和 函数 , 则 有 以 上 的 公式 . 
G) 最 大 《最 小 ) BERE, 一 个 单位 贺 内 的 调和 函数 ,如 


果 不 是 常数 , 则 一 定 在 圆周 上 取 最 大 (最 小 ) 值 。 ^ 
如 条 w(oe?) 最 大 ,由 (12) 可 知 | 
A(*,.uy lle | . 
ZI Ce") 1 — 2pcos(0 — v) F pi^" | 


8 ix 1 — o?)dr 
Sor ) ip 1— m T) t9) /— 
JEFE. DOS v a 数 时 取 等 号 ,不 然 , RU — BRUR, JH ule) 
« ulpe), 因而 .上 式 取 不 等 号 

同样 最 小 值 也 在 圆周 上 取 ， 


e 4 œ» 


一 ulpe?) 


(4) Dirichlet， 问 题解 答 的 唯一 性 . 
如 果 有 两 个 解 ulpe”), vloe) EAT C100, Wi 
w(pe?) = u(pe'?) — vCpe'?) 

wE ARMAR, dE BL] 3x ER RC T^ 0, B Ce?) — 0, rR C3) 
可 知 在 闭 圆 |z| «1 E, wCoe'?) 的 最 大 值 和 0, 最 小 值 m0, 
因而 w 三 0。 因 而 解答 是 唯一 的 . 

G) 解答 的 存在 性 . 

考虑 Poison 积分 


(pe?) 一 圭 | Peo, 8 — eC. (13) 
这 函数 有 以 下 的 一 些 性 质 : 首先 由 性 质 Giv) 可 知 ulot) XE 


圆 内 适合 Laplace 方程 ,其 次 由 “6 基数” 性质 可 以 证 朋 《〈19) 
XX. 由 性 质 Gii) 


2x 
9(6) = + | Plo, 0 — r)g(8)dr. 
2x J0 


因为 p(9) 是 连续 函数 ,给 了 e, 存在 6 使 16 一 rz| — okt, 


Ie (8) 一 Cr) « e. (14) 
把 积分 
oe?) — pCO) = L|" Pp,0 — Cpr) — (à 


分 为 两 部 分 ,由 (14) 可 知 
ee 一 DGCD 一 oa 


2x 
[Ler 土 | PCos8 — r)dr = e, 
男 一 方面 , 当 |12 — r| > aht, a AR e 充分 接近 于 1 使 
P(o, 08 — t) < €/2M, 
这 儿 M 是 |qp(z)l 的 上 界 。 于 是 


sss P(p,0 — r)(o(v) — 9C0))dr| — 2M - 


2x 


l NS dT =€ 
2x Jo 2M 
合并 之 ,得 出 当 2 充分 接近 于 工时 ， 


[4Coe/?) — qC8)| < 2e, 
Bp 
limu(pe”) = (0). 


因而 公式 《13) 解决 了 单位 圆 的 Dirichlet 问题 的 存在 性 部 分 . 


$2. 3c M TE x 


为 了 看 出 推广 的 可 能 性 , 先 看 $ 1 的 结果 的 实数 形式 , 先 
看 变形 (1.1) 的 实数 形式 : 、 
wm (z — a)(l — az) .zs—4— azz + az 
1—az (1 — az)X( l — a2) 1 — az — az + aazz 
把 复数 o 写成 为 8 十 in, MA o* RERE CE, 00, 显然 有 
ab + ab = 2a* P". 
又 由 于 
azc—(P—c-T2bd)x—iy), (a=b tic) 
所 以 n 
(a?2)* = [ (b — e?2))x + 2bey, 2bex — (B — cy] 
b? — c?, 2bc 
= G y) C. po) 
= (x, y) I2€6, eY Có, e) — Có, e0C5, e)'T] 
= z"'(2a*'a* — a*a" I), | | 
这 儿 依 照 矩 阵 相 乘 的 法 则 办 事 , 因 此 得 EE 
本 z* — a* — z* z" a® + s* (2a*' 一 Gd T) 
1 一 2a4*z" -p a*a*'z*z*' 


tU 


e Ó 5 


$3. 单位 球 的 几何 学 


以 上 的 实 形式 建议 以 下 的 可 能 推广 : 
命 *x = Cristi x4) 代表 一 2 ERE, 而 
xx «] (1) 
代表 一 单位 球 ,以 上 建议 
x — a — xxa+ x(2a'a — aa'I , 

= 2 >, ecl (2) 
可 能 是 一 个 变形 把 单位 球 一 对 一 地 变 为 其 自己 ,而 且 把 
+ 一 a B y — 0, 

先 把 y 写成 为 

,er 


(3) 
作 内 积 


Q — aa')Xx — aXx — ay 
(1 — 2ax' + aa xx Y 
— 2C1 — aa Kx — aXx — a )a(x — ay 
(1 — 2ax' + aa'xx y) 
+ 2n — 22 (2 — 2» 
(1 — 2ax' + aa'xx' Y 


yy 一 


n (raray , — ag’ Y 

(1 — 2ax' + aa'xx' P [e ) 

— 2(1 — aa )Cx — a)a + aa'(x — aYXx — ay] 
(x — a)(x 一 a) (4) 


1 — 2ax + aa' xx” 


= 


由 (3) 可 知 y t yy'a = eX A, (5) 
再 作 内 积 


ar rame ei m e © DLL 


"TV | a ; Q — ad PCa — a) x — ay 
Cy + yy'a Xy + yy'a) (1—2ax 十 aaxx YP | 
2 / / /UN (1— aa Yyy’ 
由 (4) 得 yy C1 + 2ay' + aayy’) Ta + edax 
如 果 yy = 0, Dll] y = 0, 由 (4) 得 x — a. Zn yy = 0, 则 得 
TA (1— aa^) 
1 + 2ay Haayy TT as arse (6) 
《这 对 yy = 0, x = a W3). RA (5) R4 
z = a p Q EIVA — aa) 
1 4- 2ay + aa! yy 
BI NL +a + ayy + yÇ2a'a — aa! T) (7) 
1 + 2ay’ + adyy | 7000 07 
这 与 《2) 的 形式 完全 相同 , 只 不 过 把 a 换 成 一 a me. Ak 
(2) 的 确 是 一 个 一 对 一 的 变形 (对 整个 空间 都 如 此 ,除去 分 母 
为 0 的 情况 ,不 难 证 明 ,例外 仅 有 y 一 一 a/ Cad) 一 点 而 已 》. 
再 由 《47 可 知 m mE 


1 yy = 1 — 2ax' + aa'xx' — (x — aX x ay 
..1 — Zax + aa'xx' 
B (1 — aa X1 — xx") (8) 


.1-— 2ax + aaxx . 
由 Schwarz 不 等 式 可 知 ,分 母 | | 
1 — 2ax' — aa'xx' = (1 — ax Y + aa'xx' 二 (ax Y > 0, 

这 又 证 明了 (2) 把 单位 球 变 为 其 自己 。 

除 形式 (2) 的 变形 以 外 ,变形 

y=xT, Tl'-I Æ 

也 显然 把 单位 球 变 为 其 自己 。 

《2) 与 (9) 所 演出 的 群 就 是 我 们 所 要 讨论 的 群 ， 我 们 现 
在 是 研究 在 此 群 下 ,单位 球 内 点 所 成 的 空间 的 几何 学 . 


这 个 空间 称 为 双 曲 空间 ,由 (2) 和 (9) 所 演出 的 群 称 为 非 
在 此 群 下 , 球 内 任 一 点 可 以 变 为 原 后 ,而 且 任 意 相互 正 交 
的 二 个 方向 可 以 变 为 了 个 坐标 轴 的 正 向 , 


$4, 98$ ^ E RE 
求 变形 
y =U aa Xx a) — Cx — aXx — aya 
1 — 2ax' + aa'xx' 
的 微分 ,有 


(1 — 2ax' + aa xx Ydy = (1 — 2ax' + aa'xx') 
X [1 — as )dx — 2dx(x — aya] 
— [—2dxa«' + 2aa'dxx' ]C1 — aa (x — a) 
— (x — aXx — aYa] 一 (1 — ad )dx 
X ((1 — 2ax + aad'xx I 一 2(1 一 2ax')x'a 
+ 2a'x —2xx'aa-2aa'xx] | 

= (1 — aa 9Mx1(1 — 2ax' + aa'xx' )I — 2(1 — ax!) 
X (x'a — az) c 2(x'a— aPxy). . —- | 
命 

P = (1 — 2ax' + aa'xx')1 — 2(1 — ax )(x'a — a'x) 

+ 2(x'a 一 a'r’ | 


及 | 
M = x'a—a'x, h= 1 — 2ax' + aa'xx', (1) 
则 B 
P = 4I — 2(1 — ax')M + 2M? (2) 
dy = ——— 44 Pp — (3) 


(1 — 2ax' + aa'xx' yY 


易 证 : 
xM? = [Cax' Y! — aa'xx' ]x, 
aM? = [(ax'Y — aa'xx' la, (4) 
M? = [Cax'Y — aa'xx' 1M. 
因此 得 出 
PP' = (AI — 2(1 — ax')M + 2M?) 
X (AI + 2(1 — ax')M + 2M?) 
= (AI d4-2M?y —4(1— ax Y M? 
= AMI + 4(4 — (1 — ax ))M? + AM* 
= XI + AM([aa'xx' 一 (ax Y ]M + M°} 


一 VI, (5) 
因此 a ^y 
dydy! = —— A ££ 4 dxPP' dx' 
yay (1 — 2ax' 十 Caxx Y TUE 
(1 — ad Y , 
m Ua” jede. 6 
(1 — 2ax' + aa'xx' Y TE (6) 
53 (3.8) 联 立 ,立刻 推 得 
dydy — dxzdx (7) | 


(1— yy F i (1— xx» 
这 关系 也 是 经 过 (3.9) 而 不 变 的 ,因此 (7) 是 一 个 不 变 的 微分 
二 次 型 。 


$5. 微分 算 子 
今 往 证 明 偏 微分 方程 
(1 — yy» = 十 2(2 —2Y0 — yy’) 2 yi p 一 0， 
t=1 OYi i1 — Oy 


(1) 
经 变形 (3.2) MEZ, C1) 可 以 改写 为 


(1—yy) D -2 [a — yy y= | = 0, 
i=i Oy; Oy; 


e 10 e 


即 每 证 


(1— yy» 3 -2 K — yyy | 
i21 OV 0y; 


= (1 — xx) > > la 一 any 2e]. (2) 


在 证 明 (2) 成 立 前 , 先 证 明 以 下 的 一 些 结果 . 
引 理 1 fpu = 二 1 十 2ay 十 aayy， 则 


ð 
-2 { 1 E e. (3) 
i Oy; wu"? Oyi 


证 由 (3.7) 已 知 


(1—aa yr t yy'a) 
1 + 2ay' + aa'yy ? 


Xk T Ak 


妈 符 证 
n 十 f 
>) ð 1 0 Yk P» Lo. (4) 
i 0y; n"? Oy H . 

左边 等 于 

c 01 


5> 一 一 一 [C 十 2y;a4 (1 + 2ay' 十 aa!'yy') 
i 二 1 Oy; u - 


一 2()A 十 yy ax Ca; 十 aa] 一 >, 


5n 
u i=l 


X (I2a4,C1 + 2ay' + aa'yy') + 2(8,, + 2y;a4) 
X Ça; + aa'y;) — 2(84 + 2y;a, (a; + aal y;) 
— 2Cy, + yy ay2aa' C1 + 2ay' + aa! yy!) 

— 2n[C8,, + 2y;a,9(1 + 2ay' + aa' yy) 

— 2y, + yy aaa; + aa'y;)olCa; + aa'y;)) 


一 一 - $ 2a + 2ay') — 2y,aa' 1 + 2ay' 
u i=1 


nd1 
+ aa yy) — 2nC0,4, + 2y;ay Ca; + aa'y;) 


. ll? 


re - "per s cmo emdey. © ceo dm mioara coal > our FRUI — CRI RR HERR DRE EP NR UR en = 4 EE p qp n a s E EPIO DK cde T aLe ake eH 0d rc n e e l 


X (1 + 2ay' + aayy) + 4AnCy, + yy a4) 
X (a; + aa! y, Xa; + aa! yi] 


一 二 (n[2a4C1 + 2ay') 一 2ykaa ] — 2nCa, + aa^ y, 
u^ 


+ 2ay'a, + 2aa' yy 44) 十 4nCy, + yy ar)aa | = 0, 


引 理 2 | 
Ox; Ox, — A? 
i=l y, Oy, (1 一 aa y ^n 
这 是 极 易 从 | 
dydy’ = ge dxdx' 
推 得 的 . 
现在 往 证 《2) X. 
”由 (3.8) 立刻 推出 
(1— aa YX1 — xx 2v S0 8 [(/(ü-—-22)(1— xx) V7" 
— TE a lr 
p O06 Ox, pe mafla N" 
k=1 $n Oy; PI Dy, a an) ex Ax) 
— xx y^^ Ou 1 一 2 Ox, Oxi 
DET Ox; [a ) EN d Oy; Oy; 
— - o. 
£0 aay (Le) DA - uy 
aa ( iG) -y 之 xx 9, 
x -9 c uu) xi a 51 十 54 
Ox; Oyi/ Oy, 


由 引 理 2, s 就 是 (2) 式 的 右边 , 因此 待 证 = 0。 也 就 是 要 ， 
证 明 
Du EU (a 98 Ox, )2s 一 0, 
hik Ox, Ox; Oy, / Oy; 
这 等 式 显然 易 由 下 面 的 等 式 推出 : 


& I2 


> 2 (4 ôr) Ot — o, 


Bn 


: 2. (15.9) = 0, 
i=1 Oy; 


由 (3.6) 得 Xp 一 (1 一 aa 六 ,以 上 的 等 式 显然 可 由 引 理 1 推出 . 


$6. È Æ $ 
命 


x = pu, uu =I, 
则 du > w 一 0， 因此 
dxdx' = (dou + pdu)(dpu + pdu) 
= do! +- e'dudw', 


所 以 得 到 
dxdx' | | do + pdudu (1) 
(1 一 xx^y (1— oy 
5 | t ER BE BR 


u = ( cosÓ,, sin O,cosO,, sin 0,, sin 8;, cosÓO,, * * *, 

sin 0,- - - sin 0, :cos0 ,, sin O,-- - sinO,., sin 0, ,), 

0 :0,,0,, ---, 0, Ex, 0 €: 0, , S 2n. 

单位 圆 的 合 周 可 以 表 成 为 (cos0, sin 0),0 S0 < 2r, 但 
并 不 能 说 单位 圆 的 圆周 就 等 价 于 区 间 [0, 221, 在 区 间 [0， 
2r] 上 的 连续 函数 并 不 一 定 是 单位 圆周 上 的 连续 函数 。 其 原 
因 是 6 一 0 与 6= 2x 实际 上 代表 同一 点 ,因此 在 说 到 单位 图 
周 上 的 连续 员 数 CO) 时 ， 必 须 理 解 到 它 是 一 个 以 2z 为 周期 
HJER. | 

在 球面 上 情况 更 为 复杂 : 因为 (cos0,, sini, cos;, tt, 
sin 0, sing;:** sin 0,_; sin Ôn- 并 不 是 2 的 以 于 为 周期 的 郑 


+» 13 œ 


i rr rtp oret c 
; ' 1(€—— ya g e, arpa a o 


数 ,在 球面 上 怎样 定义 一 个 函数 
fC01, ::-, 06,425, 0 S O *:*, 0, < 和 rr0 和 0 2x 
的 连续 性 , 主要 看 区 间 端 点 的 情况 . 先 看 6 — 0 所 代表 的 点 ， 
不 管 0,,…,0。-1, 如何 , 当 0 一 0 时 , 则 w= e =| Ci, 0, …， 
0), 因 此 在 u= ey 时 球面 上 的 连续 函数 COn …,0。-1) 必须 使 
lim. f(0', Md" 0,4) 


存在 ， 而 且 与 lz, Tery 0,1 XX. 同 理 
lim f(6,, <te, On) 


0 >a- 


Æ u 一 €1 时 的 函数 值 , 与 Ois ***, Oni 无 关 。 同 理 
im AO, Qj ***, 0,4) 


与 0, 03, ett. Op- XX, 等 等 ， 最 后 
lim o f (8, tta 0,1) = lim „10, "rts 0,4). 


8,—,7* 8,,—,7*1*- 
适合 这 些 条 件 的 连续 函数 才 是 球面 上 的 连续 函数 ， 
微分 矢量 *,， 极 易 推 出 | 
dudu' = 401 十 sin?0,403 + sin/O, sin?0,401 十 
十 sin?0,- - * sin?0, ,402 ,. (2) 
单位 球 表面 积 的 元 素 # 是 这 微分 二 次 型 的 行列 式 的 平方 根 ， 
BD | 


ú € sin?" 70, sin^ ^0, ** sin 0, .,d0,40, .. 01， 


不 难 算出 总 表面 积 等 于 o 一 22 


rG) 
易 知 Laplace 算 子 (也 不 难 直接 算出 ) 
| e o (3) 


AP 一 一 一 十 ... 十 
| Ox? ðr? 


的 极 座 标 形式 是 
x= t B (p$-)e Lo. (4) 


e 14 o 


X JL 


2 P] 
Oo, = o T 1 o 十 :*:. 4r €—— ð 
Q0: sin’0, 007 sin?O, - .t sin?O,..; Q0? , 


ð ctg, 0 
十 (一 2)ctg6 2 + (a — 3) SEX 2 
(n )ctg6, 00, (n ) sin?*Ó, O6, 


ctgO. O0 
sin2 sin?0, 00, 
ctgÓ, .; ð (5 ) 


. a 
sin?0,* - e sin?0, 4 00,..; 


现在 考虑 微分 算 于 


好 


(1 — xr Y » 2 十 2(n —2)X — xx') 5 "n 
Xi 


i=1 iu1 Ox; 
的 极 座 标 形式 
由 


+ (n — 4) 


十 


Sa -oa 
i=l ðx; Op 


及 (4) 得 
(1—xx'» > ， 0 十 2(2 — 2X1 — xx) ` y; 9- 


2 
i=l Ox; i21 Ox, 


= (1 一 »y| 1 2 ( m) + L az 
(1 — ø) 74 Do uir» p 


ð g 
+ 2(2 — 2Y0 — o -]- — (1 — gy — 
(n —2X 0) 3 (1—p’) 3p 


— n? e 
+ LLL (s — 1) + ( — 359] 2- 
p Op 


+ (1 一 2 5: = (1— P) 2k o"! 8 ) 


p p" ap X1— g)*? Op 
— AM 
4- Ur Qi. (6) 


我 们 考虑 (6) 作用 在 与 0;, 05, tts OQ, zb o RJ ER SX 


a 15 e 


| 


WT A PRP ETER EE a dec e 


CCocoso psin 0) 的 情况 ,得 出 以 下 的 偏 微 分 方程 : 
-ey 8 3 "(eres ð 2) o 十 (— e» 
p 


p"! (1 — œ)” Op 


Q ð 
X (2 + Cn — 2)ctg0, a)? = l, 


命 专 一 cos, 则 得 
(1—p) o0 2 - (am 2) o + oe 
e 


p" s — p)? Op 
Lg. 9 os pe 8 o 
x [a — 8» 3 Rje-o 0 


这 也 可 以 写成 为 | 
[S EN p)? 2 人 p"! ð 2) 
p"? (1 — e)? Op 
+a M ð -(a- p Tejo =0. (8) 
这 建议 在 长 方形 
0sccoxl, IKESI 
内 研究 拟 保 角 变换 | 
| »" == up, E), 
v = v(p, E). 
这 一 对 函数 u, v 适合 于 微分 方程 组 
(or 一 Ou -ie-» Ov 
(1— g)"? Op TAE) a 
- (9) 
(1— ey? ðv — -üa- yao 
s | i 5 FF 
由 (9) 利用 pz E ð; -一 一 消去 v, 即 得 * 适合 于 微分 方程 
(8). 利用 5 一 5 得 出 v 所 适合 的 微分 方程 
是 : E 
16 。 


[9 2. (0—2»7 8. 
(1— o)" Op o" ^ Op 
E2Y (ni EU — p Sham) DE == 
tasmie 2 0 
这 两 个 微分 方程 的 二 次 项 相等 , 一 次 项 丙 者 之 和 等 于 
Ov , 0. (———— Oe) p ĉe. 


Op ðe X1— p)? p"? E73 
ð 2 4， Ov Ov 
——(1-— 2Wzr-D-—3(n 3 —) ——2 ——. 
BE 《 £^) p 07 E DE 


(9) 式 可 能 是 离 普 通 保 角 变换 最 相近 的 拟 保 角 变换 .换言之 , 深 
入 研究 这 一 特殊 情况 可 能 作为 研究 一 般 拟 保 角 变 换 的 参考 ， 


$7. Poisson 公式 


一 一 , 2 
dydy’ = (一 一 人) dxdx', 


1 —2ax' 二 aa xx 


P RIEBE x = u, y = v, ww 一 vw 一 1 上 也 有 


— a4 2 
dvdyv” = (———— —J dudu', 
1 —2au + aa uu 
球面 积 有 以 下 的 关系 式 
— ? n-1 
o= (e)a (1) 
1 — 2au' + aa 


(AX du 是 (n — 1) ERE). 
这 建议 有 网 下 的 Poisson AF 


T 


Wai — xu' + xx 
的 可 能 性 , 这 建议 说 , 如果 在 单位 球面 wx = 1 上 给 了 一 个 函 
数 Olu), 我 们 由 (2 ) 所 定义 的 函数 既 在 球 上 适合 于 (2),， 又 在 
球 内 适合 偏 微 分 方程 (5.1)。 在 详细 论述 这 个 问题 之 前 ， 先 


s 17 > 


由 


研究 Poison fX 
PG) = (Àj. (3) 


1 —2xw + xx' 


的 性 质 , 命 x = Ppr, 则 


PG) = ( 1 =e. ) 
Xx té = È e aggre 
> 1 — 2pcos (u, v) + p! ? 


这 儿 (u, 0) 表示 两 个 单位 天 量 u, v 的 夹 角 . 
(1) 230 & p«ILhf,P(x, u) > 0. 这 是 显然 的 ,因为 
1 — 2pcos(u, v) + po È 1 — 2p + p — (1 — pP, 
《2) 我 们 有 | 
lim P(x, u) 一 p> “© v, 
| CO, u=, 
具体 些 , m (Qu, v) = a, 则 当 ]a| > 5 时 , 给 任 一 8 可 以 找到 
Pos {1 >p > po 时 ， 


1 — p n-—i 
Ke < ( REL ea 
1 — 2pcos8 + p’ 


(3) 1 LO ujú = 1, 


人 = 一 ! 


”这 可 由 一 目 了 然 的 公式 


1 E . | —l]l 
经 (1) 而 变 得 . 
(4) Zip 二 1 时 , P(x, w) 是 适合 于 方程 (5.1) 的 ， 
微分 P(x, u) 得 


P(x, u) .. u (1 — xx)? 
An Da 2ux' + xx)” 


Xj 


X [—2(1 — ux Jx; + (1 — xx )uil. 


— 60 uu M E u) 
> et |=20 -1 PE Bx 
x 


[320m PES x | 


l 


2(1 — ux') + 2u;x; — 2x;u; 
2(25 — 1 xem -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
) (1 — 2ux' 十 xx) 


| n| —-2(1 — ux )x; + (1 — xx Ju; dL 26 F2] 
(1 — 2ux' + rx pt 

u —2n(l— ux) 
Zn —1) a 一 2ux' + xx)” 

2n|2(1 — ux Jux — 2(1 — wx )xx' 
B — (1 一 xx juu + (1 — xx )ux'] | 

(1 — 2ux + xx rn 

由 于 ww 一 1, 故 上 式 等 于 0, B PCx, u) 适合 方 程 (5.1). 

定理 1 假定 Plu) = 在 uw = 1 二 定义 的 连续 PE 
Poison 公式 


e - 2 fif CAE) es 


nl — 2xu + xx 


定义 一 在 单位 球 内 适合 于 方程 (5.1) 的 函数 ,并 且 
lim Drv) = BC), 


证 or 二 1 时 ,由 于 P(x, u) 适合 于 方程 《5.1), 因此 
用 积分 号 下 求 微分 法 可 知 B(x) 也 适合 于 方程 (5.1). 
AE: 当 r 一 1 时 . 
-ë= È... (1z NT 
oo 工人 


f 
Dp 4 62-14 N] — 2xu + xx 


Xx (lu) — Dov) Ni 


F o. 
fip cosa = vu , 把 积分 分 成 为 


ew das] faa rn 


e. 19 e 


Ht 5 充分 小 ,使 
|PCu) 77 $(v)| < E, 


a= 0 (efon aa) 9-9. 
对 已 定 的 8 可 取 + 充分 接近 于 1, 使 


nel 


<E. 


则 


1 — xx 
1 — 2xu 十 xx 


因此 
s, = O(s). 
即 得 所 证 ， 


$ 8， 建 议 了 些 什 么 ? 


以 上 所 讲 的 至 少 有 三 种 启发 : 

1” 是 否 还 有 其 他 的 可 弟 群 把 单位 球 变 为 单位 球 ? 

2? 从 “5” 函数 出 发 ( 即 把 PCr, u) 的 性 质 抽 和 象 出 来 ) 而 
研究 偏 微分 方程 的 Dirichlet 问题 

3° 从 边界 上 的 调和 分 析出 发 

我 们 现在 先 回 答 1”,2”. 关于 问题 三 留 在 第 二 讲 中 回答 . 

1* 变形 


VE 一 (x — aX1 tåga) (1) 
I — ex 
这 儿 aa < 1, 而 
1—^1-—a«' , 1 
4 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， I + aa 一 ————. 
aa! /1 — ad f y 1 — ad 
先 证 变形 (1) 把 单位 球 变 为 单位 球 . 由 于 
PERI x 一 4 a'ay(x—aYy 
yy = ue G oT + ha'a Xa — a) 


e 20 * 


一 工 一 ae rr 一 a'a) Ce 一 
-E a) (T+ — da) Go a 
-U — aa )(x — aXx —a) + " — aJa P 
| (1 — ax Y 
" " (1—2aa )[(1—2ax' 4- aa ) — (x —aXx—2a)'] 
— yy 7 — m T" 一 
(1 — ax) 
Uar ry) 
(1 一 ax' Y | | (2) 
不 难 证 明 mE 
dyCI — yy) dy _ dx(I — xx)'dx (3) 
1—yy 1 — xx > 
H 
+r Aml t 1 — aa x — ^v 一 ! , 
dy(I — y'y) dy ( — ary zy (I — xx)" dx, 
在 单位 球 上 x= u, y7, 由 于 - duu 一 0， 所 以 得 
1— aa l 
dvdv' = (1 an Y dudu’, 
因此 得 出 Poison 核 
— (i 一 xx')itn-0 Uo 
P(x, u) (1 TL ux "7 . | | (4) 


PCx, OPERATE | 
a 09 

2173 od | -De "x Bo 

”因而 证 明 : Poison 公式 - 

D(x) 一 d | . [GT ua. | . (6) 


| (1 ux y 
给 出 偏 微分 方程 (5) 的 Dirichlet 问题 的 解 (证 明 唯一 性 后 - 
完全 解决 了 Dirichlet | 可 题 ). 


2? 不 从 群 出 发 ,而 仅 从 “Ponisson 核 ” 出 发 ,也 有 可 能 性 . 


-:»)499-. (5) 


Xj 


nl 


s 21] * 


+ 


- runi ls c eq PET Rl Nile NIE AQ M rai 8 ccr e TID AA PP 9 ， . 
E arabe e m n MR. cam Inl co Ae i RE t 


ADER, v^ 是 它 的 边界 ， 如 果 我 们 可 以 找到 一 个 


Pieri 
P(x, u), 
x 在 域 £2 里 变 , u FURL 上 变 ， 而 且 适 合 以 下 的 一 些 性 
ED | 
() P(x, u) > 0, 
Cii) fgP(x, wa — 1, 
Cii) 当 zx 趋 于 边界 点 ”时 ， 
. 0, Æ uev, 
im Px, a) m E “=v, 
(iv) 它 适 合 一 个 线性 算 子 (不 一 定 是 微分 算 子 ) 
80 = 0, (A) 
则 我 们 可 以 希望 由 
(x) 一 EO uD uu) 


来 给 出 方程 (A) 的 Dirichlet 问题 的 解答 来 , 例如 在 单位 球 内 
l— xx | 
也 具有 以 下 的 一 些 性 质 : 
(1) 非 负 性 ， — 
(2), G) "5" RHE, 
(4) 它 适 合 于 普通 的 Laplace 2j 
| 335; _ 


i1 Oxi 


0. 


因此 Poison 积分 


1 1l — xx' . 
o S  I——— (. . || D—— ————Ó€—— e o 
(x) Oni di (1 — 2ux' + xx)” Cea 


也 自然 地 给 出 了 单位 球 内 的 Dirichlet 问题 的 解 . 
以 上 的 性 质 中 较 难 证 明 的 只 有 两 点 : 


» 22 è 


(5 


. 1 1 — xx . 
G) ia 4 一 1 
Dai (1 — 2ux' + xx)? ' 


" : 1 一 xx — 
Gi) 23 Ər 5l 一 2ux' 十 | 9. 
Hio 在 《典型 域 的 调和 分 析 》 一 书 中 出 现 了 更 多 更 复杂 
的 类 型 的 “5 函数 
$9. 对 称 原 理 


对 称 原理 的 重要 根据 之 一 是 : 二 维 的 Laplace 方程 
petege- 


dr» ?op 38 
经 反 演 而 不 变 , 即 命 
p 
则 
p 9 = — T 0_ 
Op Or 
但 当 4 > 3 时 ,这 一 性 质 不 再 成 并 ， 


Laplace 方程 


22 (3) ence deo orden 
273 0p dir C» as 


变 为 


= 一 T^ 7 (r2)( 1 r- 4- 0 
OT T 


== M o Ga -2 十 ep = 一 T? 9 
Or Or T? 


o) 
(n 一 3) 


nn 
一 
mr 


也 就 是 Laplace 方程 经 反 演 而 变 了 。 幸而 有 。 如 果 把 被 微分 
EU o OS e, N 


S - pr E + (a — 2, 
OQ po 97 uU + 2(5 — 2ye 9€ 
0r? Ot? .Or 


+ Cn — 2)(n 一 3)72 "V, 

因而 
eO (aa -2 + ae 
E O^ (n. d Or "j> 


= q”? |= OF + (5 — 1)r 2r] 十 TERT, 
ðr? Ori | 


BU Laplace 方程 如 果 变 数 x 和 函数 @ 都 经 过 变化 
y 一 一 g(y) = (xz (x) 

WERE. 

换言之 ,在 研究 2 维 Laplace 方程 的 对 称 原理 时 , URNE 
E. 变数 x 5AA o 都 要 经 过 变换 ， 但 对 我 们 所 研究 的 微分 
方程 | | 
SY (0t Q-—2y ao = 0 

p 


p" (1 — p)? Op 


K, CA p = l 而 不 变 的 ， 因 而 可 如 两 个 变数 的 办 法 直接 
推广 。 


$10, Laplace 方程 的 不 变性 


Laplace 方程 虽然 经 过 
— CL — ad Xs — 4) — Cx — aXx — aY a (gg < 1) (1) 


1 — 2ax' + aa'xx' 


4 24 。 


人 rr 
Temm e n o 


而 改变 ,但 是 如 果 被 微分 的 水 数 也 相应 地 发 生变 化 ,我 们 也 可 
以 找 出 男 一 些 不 变性 ,就 是 如 果 上 变数 照 (1) 变化 ,而 基数 照 


1 — 2ax’ + aa’ xx 17 
Y — ( 1l — as ) X (2) 
变化 ,我 们 有 
(1 — xx)" > 9x 一 《1 — yy) z+ > 9v. (3) 
i21 Ox i=j ây; 


在 证 明 此 式 之 前 ， 先 直接 验算 以 下 的 ”十 1 个 函数 适合 
Laplace 方程 : 


D(x) = (1 — 2ax' 十 aa zx) ! (4) 
E , 
W(x) -(1-—2ax' + aa xx) 1 [(1 — as' Xx — a) 
— (x — aXx — aya] (5) 
(05) 是 一 矢量 , 共有 ”个 函数 ). 
先 证 (x) 是 调和 函数 : 


o0 = ? ( — z) (1 — 2ar' + aa'xx') T (aa' x, 一 a;)s 


A = 4 (1 — =) (— 3 (1 — 2ax' 4- aa'xa) a 
t=1 ; 


x `S (aa'x; — a;y +2 ( — 2) (1 — 2ax' + aa! xa!) Y 
i-1 | 


X naad = 0. 
FHE Y (e) 是 调和 函数 : 
DU —n(1 — 2ax' + aa'xx ) "1^ (aa'x, — aj) 
Ox; 
X [C1 — aa' Xx — a) — (x — aNlx—a)al 
T (1 — 2ax' + aa! xx) ^ta — aa')e; — 2€x, — aj)al, 
. 25» 


italiana 
TT HT RI AMARI te: 


1X JL e; = (0, 0,:::,0,1,0,:*:,0)5, Bi 文 量 为 1, 其 他 为 


0, X 


à =P 
- = n(n + 2Y1 — 2ax' + aa'xx') Z 3 
» um 


X (aa x,— a; Y [(1— aa Yo x—a)—(x— aY x— aYal 


— n(1 — 2ax' + aa'xx') 72^ aa [C1 — aa Y x — a) 
— (x — aXx — aya] — 2n(1 — 2ax' + aa'xx') 5^ 
X (aa'x; — a; M1 — aae; — 2x, 一 ai)al 
“十 (1 一 24ax + aa'zx') ?*( —2a), 
因此 
5 2T = n(n + 2X1 — 2ax' +- aa'xx') 777 
iz] Ox; l 
X aa'[C1— aa )(x—a) — (x— aX x— aYa] 
— mn (1 — 2ax' 十 ad xx y 1^ aa [(1— aa Xx — a) 
— €x — aXx — a')a] — 22(1 — 2ax' + aaa) T 
X [aa (i — aa')x — (1 — aa')a — 2aa'(xx' — axa 
- 2(ax' — aa')a] — 2n(1 — 2ax' 4- aa'xx') ET = 0, 
现在 来 证 明 (3) 式 , 先 求 
X = DYO — aa)?^ 
的 偏 徽 商 : 
oo 


TELS- OX < OY ð 1 
1— 44 7$ OX NY Oy ey + OP y 
( aa ) Ox; 之 Oy; Ox; C ) ^ Or; ? 


(1— aa) 3 OX — _OY_ Oy» Oy la) 
Ox; j=1 -1 Oy;Oy, Ox, Óx; 


c 0Y 8*y "OY 0y,00 , Oo 
RA, —— ML (a) 4-2 8 9195,09 y O9 y. 
2, Oy; Ox; : ) 2; 3y; Ox; Ox, Ox 


e 26 >» 


T —— —— — ——— — — 


zu 
" 


-2 OX . A x OY . 8y; Ok TE 
aca) 3 E or 


— 0:5 
e$ 2 3 (Ene r)a EY 


Oy; i=l Ox; i1 Ox! 
-552 Bateo ha 
j=1 k=1 EM i-i Óx; yi 
x [227 oru) 一 3E t E p| + + > 2 
i =1 RE! 
RE-HSAT " 
又 由 N 
dydy = A282 eds, 


(1 — 2ax' + aa'xx' y 


8y; Yi — 《1 一 aa 小 84 
£ 8x, Ox, (1 一 2ax + aa 'xx Y 


乘 以 os 对 《加 之 ,得 


Qe — 85. S ($) 22-22) 一 2 
(1 — 2ax' + aa'xx Y Oy, r=1 Miel Ox, Ox, yi Ox, 
因此 


c 0y Oy xs 3y (1 一 aa 大 Or 
i=l Ox; Ox; i-1 0x; (1—2ax + aa'xx Y Oy, 


E (1 — ad y " 
(1 — 2ax + aa' xx y òi 
由 (6) 推出 
-3 (1 — aa' YO (x) oy 
* LONE RM 
(1 — en) x 9x - (1 — 2ax ND y; 
= (1 一 aa )XK1 一 2ax 十 aa'xx) | 1 (7) 
i-1 

e 27 + 


NAKA 


1 — xx' = (1 — ax + aa!xx/)(1 — yy )/(1 — aa) 


可 得 
NS OX OY 
(1 — xx’) 2; ox ( yy ) 2; Oy 
附 记 
G) 实质 上 对 所 有 的 Möbius 变换 
w = az r6 ad — bc = 1 
cz d 
都 有 
dz 
dw = LÀ 
07 (ez 十 ad) 
因此 
dwdw = dzdz 
lez + d|? 
及 


ƏwðwP = |cz + dl|‘0z0z8, 
即 可 望 得 出 更 一 般 的 结果 .由 于 Möbius 变换 的 实 形式 的 7 
维 推广 是 共 形 变换 ,也 就 是 球 几 何 ! 
(2) 对 称 原理 最 简单 的 形式 是 把 R,( 图 1) 中 的 调和 函 
数 ( 在 实数 轴 上 的 条 件 略 ) 可 以 扩展 到 R. 而 直线 与 任何 圆 
等 价 ， 质 以 一 般 的 形式 是 任何 一 段 贺 弧 都 有 此 对 点 的 结果 . 
推广 到 >” 维 ， 任 何 一 个 球 的 任何 一 片 都 可 应 用 对 称 原理 解析 


LU 
Wo 


e 28 œ 


扩展 出 去 、 
$ 5 中 微分 方程 (1) 经 反 演 
而 不 变 ,对 称 原理 获得 自然 推广 ， 用 第 三 讲 4 6 中 的 结果 将 获 
得 更 普遍 的 形式 ， 
$11, Laplace 方程 的 均值 公式 — 


定理 1 如 果 OC) = Olou) 是 在 单位 球 上 xx S 1 适合 
于 Laplace 方程 
S o 1 Ə ( 9b 1l 39. 
和 而且 有 二 阶 连 续 偏 微 商 的 函数 , 则 当 0 委 op 委 1 时 


|- . f QCpu)z = d(0). (2) 


n 


su! — 1 


f 


F(g) = 一 | : J Plou Jå 


nl wy 


积分 写 下 求 微分 ,并 由 C1) 可 知 


2 
p"? dp do "m, a el p" Op 


s—1 


X (o7 PL = 一 -f DD. 
D 


On uu 


S 1 o 
——À E .Fan-—p-l1 
之 ue ” sin?0,. , 00, (n P ) 


x ctgô, 0 ) 


sin'0...* sinp O0, 


2 .— 
0, = 


VENE re, 2) 


一 一 一 一 一 一 一 :一 一 一 一 一 -一 一 sin 
p21 Sin/Ü, --sin'ÜO, , sin" * 9, O0, 90, 


e 29 »， 


ü = sin" 0,sin" 0 - - sin" ?7!9, - - - sinO, ,d0,- -dO0,.i, 


可 知 
E | 0:0 Cpu)à = 3 Jp» 


ust] 
1, (o [a (e, 22) 
wur 96, 39, 


x sin" 70,- * - sin0,. ,d0,- - - dO, , 
sin^Ü,- - + sin? pisin” ? !0, ' 


Je 是 一 个 (nC— 1) ERA. 其 中 第 pkp 二 x 一 1) 重 积 分 是 
" O0 npl ME = 2n—p-l op = 一 
3 ( sin*7e76, 29.) 4^ sin" ?^!0, 26. l. 0. 
因此 当 p 一 > 一 1 时 ,一 0， 4 pa — 1H, da 
1) 重 积 分 是 
N Oo 40, 一 22 
0 O00 0 n- 
这 儿 用 了 另外 一 个 性 质 , @ 对 Onai 的 局 其 性 因此 Js 一 
总 之 


此 处 


“| 8602 一 0， 
“=l 
因而 
1 d ( n- iP) — 0 
UU. nou 3 
p"? dp dp 
推 得 
nmi aF m= 
do k 


AER, 234 o 一 0 EA k= 0, 因此 FF 是 一 常数 , 再 取 p = 
0, 得 出 公式 Q2). | 
$12, Laplace 方程 的 Poisson 公式 
回 到 $ 10, 命 


e 39 >» 


952 
1—2ax d- aa xx 


"m 
Yo -(—L——-) xo 

如 果 Y(y) 适合 于 Laplace Jj e, Wl] X (x) 也 对 .对 YO) 用 均 

值 公 式 

l [ | YCD = YO). 


e) nl 


to'=l 
由 于 
© fA — 2aa'! + Cad YNI” s 
vc) = (àL— rt e y a-at7 xc». 
1 — 2au' + aa, 2^ | 
vo -(—M) x 
及 — 
l — aa' | dh 
dm Tra) ú, 
因此 得 出 | 
2 a 1 
(1— ad)? X(a) Y(0) 一 "EN | . | Y(Co)2 
aml 'pp!-] 
1 — 2au' + aa 1^ 
un | " xeo (—1——) 


— , nml 
" ( 1 aa j á. 
] — 2au + aa 
于 是 得 到 Laplace 方程 的 Poisson 公式 | 
1 1 — «aa | 
k pe x 0 
Ca) Oni Ji (1—2aw' + ag')"? Gon (1) 


这 给 出 了 Laplace 方程 的 Dirichlet 间 题 的 解 的 唯一 性 . 


$13, 小 结 
从 单位 圆 出 发 ,直接 推广 到 单位 球 
xx <il, (1) 
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这 单位 球 的 边界 是 
uu = 1, (2) 


ual] 


本 讲 中 提出 以 下 几 种 看 法 : 
(1) 从 单位 圆 的 实 形式 出 发 ， 
变换 群 由 把 x 一 a 变 为 y 一 0 的 变换 


SU zarala xa) ax eil (3) 
1— 2ax' 十 CC xx | 
及 使 0 点 不 变 的 变换 | 
. y = T, II" =f (4) 
所 组 成 。 由 此 推出 
1 — yy = Cae Nl xx) (5) 


1 — 2ar + aa'xx 


这 显示 出 把 (1) 变 为 其 自己 。 微 分 不 变量 是 


dydy’ — dxdx' (6) 
(1— yy» Q — zr) 
二 阶 偏 答 分 不 变 算 子 是 
— 0 ((4 — yy yn Ou 
(1 — yy» 2, -(a yy ) 5.) 


= (1 xx)" 5 2 -(a 一 xx ) Se): 

ATA MARUDER 
— xx )" : 9. — aa yr DH) 一 
a= x*)" > 2(a ) oc) 0. (7 
变换 (3)、(4) EEO 不 变 , 在 (2) 上 体积 元 素 的 变化 
规律 是 

1 — ad — ar 

” G 一 2au' + 7) . (8) 
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这 儿 得 出 了 Poisson 核 , 由 此 可 有 Poisson 公式 
Q(x) 一 d. | tt | (e) eo (9) 


Quoi Pu — 2xu + xx 


来 解决 (7) 式 的 边界 值 问 题 〈《Dirichtet 问题 )。 
(2) 从 实 射影 群 出 发 
变换 群 由 把 x 一 a 变 为 ?一 0 的 变换 
MI 一 aa — aa (x — a)(I1 + Aa'a) 


1 — ar > 
o 1 一 1 一 YI 一 aa (3^) 
aan 1 — aa 
及 使 0 点 不 变 的 变换 
y=, IT =I (4°) 
所 组 成 。 由 此 推出 
四 1 一 aa X1 — 2x) s 
L0» 77 —8- ay 9» 
微分 不 变量 是 
dy(I — y'y) dy _ dx(I —x ay dms (6^) 
1— yy ] — xx' 
ee 
在 (2) [E 
" 20 — am , 
ê =- L wy t 《8 ) 


因此 解决 47 ) 的 边界 值 问题 的 Poisson 公式 是 


f- . | (1 — xx) 20D 


Dx) = KEES plu), (9) 


nl yus] 


(3) E (1) PREIL EAER 
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照 作 了 准备 .而 在 《2) 中 所 讨论 的 几何 学 则 为 混合 型 偏 微分 
方程 作 人 准备 . (C7 ) 的 二 次 型 是 
I — xx, 

当 xx <1 时， 这 方 阵 是 定 正 的 ; 而 xx 之 1 时 ， 它 是 一 负 
《2 一 1) 正 的 。 由 于 (2) 的 变形 是 一 次 的 , 因此 在 反 演 下 不 是 
不 变 的 。 -— 7 

(4) Laplace 算 子 虽然 经 过 (3) 而 改变 , 但 如 果 考 虑 其 被 
作用 的 函数 也 变化 , 我 们 仍 能 得 出 共 变 形式 : 当 r, y 经 过 (3) 
变化 时 ,我们 有 

m ( — e: -— UT x , (10) 

则 | 

a — 0f" > Zx = (1 — yy’) $" > E C7") 
$ 12 中 给 出 了 Laplace 方程 的 Poisson 公式 
1 | 1 — xz 
Oni wwr (1 — 2xw + xx’ y2 

(5) 单位 圆 推广 到 单位 球 是 开始 的 第 一 步 ， 关 于 部 分 的 
发 展 可 以 参阅 作者 : 《多 复 变 函数 论 中 典型 域 的 调和 分 析 》, 


X(x) 一 XCu)4. 
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第 二 讲 Fourier 分 析 与 调和 
函数 的 展开 式 


$ 1。 超 球 函数 的 一 些 性 质 


为 了 便于 了 解 起 见 ， 我 们 从 头 起 叙述 超 球 多 项 式 的 一 些 
性 质 : | 


当 1> 一 + 时 , 超 球 多 项 式 由 
(DIEN ou DÉm — 1 4 2) m-àl 
Pm (E) ER D Ona —2) 0 — 0? 
cs LV p my e E FN E X PHE) 一 0. 不 难 
算出 ; 
POCE) 一 1， PPXEY-— 24E, 
PECE) = 2A + 198 — A, 


P(E) = E ACA + DO + DE — AOA + DE, n. 


一 般 可 以 从 递归 公 云 
r mPO (E) = 2Cm + à — DDEPSACG 
— (m + 24 — 2)P2P.(8) (2) 
2 逐一 推出 , (2) 式 右边 等 于 


0 十 多 一 y Tm— 1 — HÀ) (ym 
(m-à—1) 2, CD Fe 1 20109? 
, Ilm 一 2 一 /十 四) 
—j1y-—m ost T4. 
a: y "TODA —2 — 20) 
m-3-2 — (—1» T(m—1-—1-4-À)(m-r-4—1) 
x (26m = 2, E PTOPTESEDT 


0d (om-1) 


— (m 4- 24 — 2) 


Oi «io 
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T(m 一 1 一 ! 上 十 1)(m 4- 24 — 2) 
TADO — 1)!Cm — 21)! (28) 
= _1YIKm 一 1 一 /十 2 
2 TCA) Cm — 21)! 
x [(m--4—1)(m—21) — (m--24—2)1](28)"7 


— m Qu IÉm —101 3A) m-l 
2; D N 2 CE 


Olim 
即 得 所 证 ， 
从 递归 公式 (2), 用 归纳 法 立刻 证 得 
POCEY — 1 CEE2A)PPCE) Gn E 1)PQACE) 
2,0 + m)PQXE) 2 Tr . 
| (3) 
z (2) 式 以 p" 1, TUE SE 相 加 ,得 到 


2) mp" PQXE) —2 5 (m 十 1 一 1 EP KE Jo 
m0 m=0 


一 5 (m + 2} — 2)PR (E577. 


m= 0 


命 


Alo) = > PME)p”, 
则 此 式 可 以 写成 为 
A'Co) = 25p [PAP — e^? Lo? ACo)T 

= 2E[AACo) + ph'Cp)] — [24pACo) 十 egh'Cp)], 
或 

Ao) 一 24C — p)/C1 — 2£p + ø’). 

h Cp) 
运用 MX0) 一 PPC) — 1, 积分 此 式 立 得 

hlo) = (i — 2ëp + gy. 

ERRERA HA 


e 36 œ 


(1—2£p + p)? — 9 PRE". (4) 
微分 公式 (1) 得 


d E 1M T(m — 1 +.) 
ap In 097 2, CD T(Ayt(m — 21 — 1)! 


0«l«l3(on-1) 


x (gy —21 D, (1Y 


0l cm: ) 


T(m —1—1-2- 4 - 1) m-71—2l 
T(A + 19it(m — 1 — 21)! (28) i 


故 得 微分 递归 公式 : 
d pu — 141) 5 
JE PCE) = 2AP PCE). (5) 
也 不 难 证 明 : 
gn d. — d pa) 
(1 一 °) ;p 7 0? (24 4- 106 JE PEE) 


4- mlm 十 21)P4(E) — 0. 


如 命 
n= (1 — £y nO, (6) 
则 ?适合 于 微分 方程 
— gpp d — ay ŽL 
aQ—-28 4e Qi 3867 
4- Cm 二 1) 十 24 一 1)9 — 0, (7) 


今 往 证 明 Rodrique AR: 


ra 一 去 po 《一 2 关 T(m + A)TCm + 22) 
q—8) EEG) T FOX Gn + 21) 


d WV? „mtii 
x(a ta, C8) 
在 证 明 此 公式 之 前 , 先 由 CL) 推 得 恒等式 
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mPa (E) = Cm 十 24 一 1)EPHLCE) 


— 241 — EPRICE), (9) 
再 行 归纳 法 ,此 式 之 右边 等 于 


Tm 一 1 十 24) ( 4 Y" c] grt- 
x Wer 25 Cac) G — E) 
— 24(1 — gy ^ *3 Cz2277? TCm — 1 - 2) 

IZED mi Fin 
T(m + 24) NT 
x Gn var) O=) 

= (—2)""T(m — 1+4Cm + 24) (1 一 gnt 

(m — INTOA (2m + 24 — 2) 


x [i (4T apr 


dE 
+ Cm—1) v3] a — gy" i| 


= 2 TOn — 1 + AMC + 24) (1 po 
(m — 1)91T(AT(2m +- 24 — 2) 
x CJ [a - e] (由 Leibnitz AR) 
_ C-2Y In — 1 + AN (m + 22) ( NES 
(m — 1)9!1T(A)T (2m 4-24 — 2) Mm +22 — 1 
LEE 一 i+ d me mel 
xa-ex"toyra-e | 
_ —C-2YUTn — 1 4- TCm + 24X 2m + 24 — 2) 
(m—Y)1TCA)T(2m4-24—2) Qm -24—2)(2m4-241—1) 
_ pav t$ d yv onmi 
x pE) ae) 


(一 2)”T(Cm + A)TCm + 24) (1 一 py 人生 
(m — 191T(A)T (2m + 24) 


-2 


é 38 æ 


x (Ly a-p, 


$2. E 3E tt E 


假定 人 8) 是 一 个 在 | 一 1, E11 TREE: m RERA EK ER 
数 , 由 Rodrique 公式 可 知 


人 一 王 


| KEDPRCEJG — E)? dE 
a (—2)"TCm +- A)T(m 4- 24) 
mYl(A)T (2m + 24) | Ko (A Ey 
x (1 一 prt 
用 部 分 积分 可 知 
i d M" 2 m 十 人 一 和 
o (EE) eta 


? dg. (1) 


z= KE) Ux) (1 一 pnrt} | 
i | - FG») GE) a 一 gti. 
由 于 4 之 一 P 所 以 


(全 六 ae 让 =o. 
因此 得 出 


|. KC) 和 全) 一 grtt ag 
-~-f roy Tapta, 


续 行 此 法 ,最 后 得 出 


(A) — 大 2N1 一 却 — 2"l'(m 十 ADI (m + 24) 
ROZO EOLO EET 
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x apt PL Q) 


如 果 5) 是 一 加 次 多 项 式 ,其 最 高 方 次 的 系数 等 于 a, W 
得 
l "T — ran? ge Lu 27TCm + A)T Cm +24) 
(icona 一 as Ern t A) 


2 
FF Gm + 23) On +A +1) 
a 27 aT(m + 24) 
TCM -à41) ^ (3) 
此 处 用 了 公式 
1 ~ 一 172x.d x 
KOLE 十 » 217343 T(2x), 


特别 取 大 = PCE), 由 (1.1) 可 知 


a 


0, X oim, 
4 一 Ta +A =m 
ARS 
| rPconiPc)ya — £073 
0, 者 | ?e m, 
== 217 T (m + 24) "D (4) 
[rC lm + A) Cm + 1)" 


这 是 超 球 函数 的 正 交 性 质 . 
HE DARE KE) 一 5, W 129 mij, 
| ERROU aE L (1) 


2"lI'(m + AM Gm + D | mey us pay? t^- 
TO m i aF 09-8) 


e 40 » 


tdg, (5) 


me op eet ep rr Heer peepee MH 


当 i 一 m 是 奇数 时 ,这 积分 等 于 0, #1 m= 2k EBR, 
则 由 


| 1 1 
| EGI — gy)"*73 ap 一 - uei) rir » 


5 


$8 
| Fp — etas 
0, 
7 1 l} I(1— 2k + 21) 
PE kiQ — 2501 TODT-—k--A4-1Y 
若 l< m Rlm 的 奇数 ， (6) 
Zi l—m -—2k. 


由 于 PPE) 是 一 ! 次 多 项 式 , 因此 任 一 m 次 多 项 式 可 以 
表 成 为 


m 


KE) = 2, a,PP?(£), (7) 


乘 以 PPE — £273, 并 由 一 1 到 十 1 求 积分 ,得 
a, = 223i TAJPU + TO + 1) 
zl(1--22) | 
x | KED)PPICE)C1 — £273 gg. (8) 
由 此 立即 推出 
定理 1 —m RZA KEH a l0 Ll m— 1) 都 等 
于 0, W5 PPC) 相差 一 常数 因子 . 
联合 (6)、(7)、(8) 得 展开 式 


Em 一 mra) 0m — 2R FA PO? CE). (9) 


2m ockcin KITÓm — kk 1) 
根据 此 式 今 证 明 人 恒等式 : 


e 4j » 


当 " > 1> 一 六 时 ,有 


POCE) = TG. 2; CAkPo CE), (10) 
T(») okaim 
此 处 
c= Tkt IR -9—2)., EIC | (10 
k! ro) Tom 十 1 十 1 一 


在 证 明 此 式 之 前 ， 对 叙述 有 关 了 ERA AR. 定义 
A) = f(x t1) — £G029ER C EGO) 的 一 级 差分 , A" f(x) — 
AT [Af(Gx) ] 是 f(x) 的 9 阶 差分 ,不 难 证 明 


a6) = 21 C» ()16 e 4-0. 


由 于 
ALC t: s TXo c x B1) Iia tx). 
I(8--x) TI(B-cx-c1) T(8+x) 
- u Ilat r) 
= e) Er Ey 

AEH a> p h) 


As IXa t x) 一 I(a—8--1)  T(s-d-x) (12) 
FE +x) I(a—8-—44-1) TE t- x -- 4) 


”现在 来 证 明 (11) 式 ， 由 (1.1) 及 (9) 可 知 
POE) = 2 ye m s (p 


Ocs em T(v TICs+1)TCm—2s+1) 
v) Orem $ 0 ke: 


m — 2s — 2k +à 
ktm —2s —k aA c 12 


TO RP 
TOS dei, PRAE), 


Po as) | 


e 42 e 


一 20v) + m — s) m — 2s — 2k 4-2) 
' 22 ( 1) stk! 一 25 一 天 十 和 人 十 1) 


了 一 2 十 4 Tlo t m —5) 
S- ID ， ) Fe 


DEEPA DEG Eom 2) 
ilo — 3)T(m 一 上 十 2 十 1) 


$3. 边界 值 问 题 
还 是 从 单位 圆 谈 起 : 如 果 在 圆周 上 有 一 Fourier 级 数 
fe?) — 一 十 > (a,cos nO + b, sin n0), (1) 
= ,一 二 C e/?)40, a, = i N f(e'9) cos n040, 
1 (2) 
一 元 | fCe?) sin 1046, 
Jj eR | 
fCépe'?*) = " 十 > (a,cosnO + b,sin n0 )p" (3) 


是 以 (1) 为 边界 值 的 调和 函数 。 要 看 出 这 点 是 十 分 容易 的 
首先 , 因为 p" cosnO, o" sin n0 是 以 cosn0, sin n0 为 边界 值 的 
调和 函数 ,而 Laplace 方程 是 线性 的 .因此 ,可 以 如 此 希望 ,这 
也 是 在 某 种 条 件 下 所 证 明了 的 事实 ， 

我 们 现在 的 目的 是 : 把 这 种 想法 推 到 单位 球 上 .但 先 指 
出 ,把 《2) RA G) 得 


_ 2x . so n ix . 
Koet) = 1 ica e $18 Pim 
X (coszd cos 50 + sin nd sin 20)dd 


v 43 o 


= lcs + > | fle ) cosn(0 — pdp (4) 


=t eD (+2 Do cosn(0 — 4) ) d 


id 1 一 0. d 5 
ELS Ts — 4) F o P> (2 


这 样 又 得 出 Poison 公式 . 
从 (4) 建 议 , 我 们 能 否 把 球 内 的 任 一 调和 函数 ou) 表 为 


Kou) 一 >o” l E e | Ke), Lu, v) (6) 
5-0 


Hl gal 一 1 


的 形式 ,如 果 可 以 , 则 可 以 希望 pu) 是 以 
2; — |. ioo ov (7) 


n=0 Og- 


v0'—1 


为 边界 值 的 调和 函数 .本 来 应 当 从 单位 球 上 的 调和 分 析出 发 ， 
先 找 出 球面 上 的 正 交 完整 系 ,然后 再 研究 《6), 但 这 条 途径 较 
长 ,而 且 还 要 用 到 一 定 的 群 表示 的 知识 ,我 们 现在 取 一 条 相反 
的 但 较 方 便 的 途径 : 先 把 Poisson 核 展开 然后 再 涉及 其 他 . 

Laplace 方程 的 Poisson 核 有 以 下 的 展开 式 : 由 (1.4)、 
(2.10), (2.11) 可 知 : 34 x = os, vv 一 1 时 ， 


(1— LV 二 —-(01—p) 2; PAP (zoom 


一 《1 一 ø) Galy 2 23 a BE 2 Cur, 
m=O (kom 
2 


此 处 e, — m — 2k tn, 换 变数 , 命 = m — 2k, Wi 
得 


e 44 + 


1 — rr ` 
—————— SA e) 
(1 一 2ru' + xr)’ 之 


la—1i) , 2 
x PET Curo 9 o” 
k= i) 


= 


因此 Poisson 积分 公式 可 以 写成 为 


m |-- | LLL à 
On (1 — 2pcosuv' + p?)5 


一 一 i al , 
— p P277) Cuv’). 


0 "n = 


e 


vp’ 二 1 


MEDI 3 20 t n—2 p! | . | P, DC yf(v)o. 


Og—p t0 n— 2 vo/1 


由 此 建议 ， 在 球面 上 给 了 一 个 函数 fv), 它 有 展开 式 
Ku) ~ 1 Stroz | 。 | pa) (uof(v)o, (8) 


0 ,—1 {=0 n = 2 ver!-1 


fup ap 8 8 — ANAR 


(9) 


£po'—1 


以 Ku) 为 边界 值 . | 
展 式 (8) 称 为 Laplace 级 数 , 它 是 Fourier 级 数 的 自然 推 


广 , 超 球 函 数 P99” (5) 也 特别 命名 为 Legendre 函数 或 Legen- 
dre 多 项 式 . 

关于 (8) 式 的 收敛 求 和 问题 今 不 深 论 ( 参 考 陈 建功 ， HX 
函数 论 ,科学 出 版 社 出 版 )， 但 可 以 说 明 的 是 如 果 (8) 式 收敛 ， 
可 以 保证 《9) 式 收敛 ,但 反之 , (9) 式 收敛 恰 不 能 保证 (8) 式 
收敛 ,甚至 不 能 保证 它 在 边界 上 定义 一 个 函数 . 


e 45 。 


与 $ 1.7 证 明定 理 1 所 用 的 方法 相同 ,可 以 证 明 : 
如 果 f(v) 是 连续 函数 , 则 
01 N21 En —2 ,(, (pG 
lim 2. n —2 o f L 
X (uv )K v)» = fCu). (10) 
这 儿 建 议 ; 有 “Abelian” 定 理 与 “Tauberian” 定 理 , 也 就 是 如 果 
lim 一 - $262 7 | ' JL (uv'Y(0)2 = s, C11) 


N> Onai 1-0 n— 2 


vp:= 1 


是 否 有 
lim _ SN >; ltn? y |- . | pin (uv Iv)» = s. 
Pal Qa, I=0 n—2 — v9/—] 
| (12) 
XXHLAEYEPIBORZOEMOS] Abelian 定理 ,当然 正确 . 
反之 ,如 果 (2) 式 成 立 而 且 
[- 。 | pnm Cuv')f(v)9 = O (1. 


W C11) 式 也 成 立 . 


$4. 球面 上 的 广义 函数 


现在 指出 球面 上 定义 广义 函数 的 一 个 方法 .在 边界 上 ( 即 
球面 上 ) 给 了 一 个 连续 函数 ,我 们 有 一 个 球 内 的 调和 函数 以 之 
为 边界 值 ， 反 之 ， 一 个 球 内 无 处 不 调和 的 函数 的 边界 函数 不 
一 定 连续 。 甚 至 于 可 能 不 成 其 为 函数 ， 但 我 们 可 以 抽象 地 定 
X: 球 上 的 一 个 广义 函数 可 以 理解 为 球 内 一 个 调和 函数 的 边 
界 值 . | 

具体 地 说 :如果 有 一 展开 式 
Kou) = 1 2002 Pl) Cur oyaa) 


Os—i [0 n—2Z 


geli 


e 46 。 


im [[- [08 Guo» |? « 1, 


WRR (1) 在 单位 球 内 收敛 ,而 且 定 义 一 调和 函数 ， 
形式 Laplace 级 数 
一 -一 一 一 | | p Quy oa 


On 1—0 n— 2 


作为 一 个 广义 函数 的 定义 ， 
即 以 贺 而 论 , 这 样 定义 的 广义 函数 的 范围 就 比 L. Schwartz 
所 定义 的 广义 函数 的 范围 为 宽 ,而 且 处 理 起 来 也 比较 方便 , 


$ 5， 球 面 上 的 调和 分 析 


Laplace 级 数 不 是 Fourier 级 数 的 最 确切 的 推广 . 因为 它 
并 没有 根据 球面 上 的 完整 正 交 系 出 发 , 

fip Y ET” 维 空间 的 单位 超 球面 , 即 u 一 《wi,* Su I 
合 于 


uu = |1 | 
TJA EE x 所 成 的 图 形 。 超 球面 x 有 球 座 标 表示 e 
u, = cosh, 
u, = sin 0, cos 0, | 
PPP "^e l (2) 
zol 一 sin 6; sin 02° -* sin 0, cOsÔp—15 | 
un = sinO,sin 0 ° * sin O, ;sin 0, ,, 
xXx JL 
0x0, (l1srsn—2),0z0,,-2zx, (3) 
超 球面 的 表面 积 元 素 是 
ú = sin" "Ü,sin" 一 0。 sinO, ;d0,: 00 | (42 
总 面积 等 于 
o ma = [eefa = F sarao 
«uu! =] 


» 47 = 


x 2x ni2 
| sin 6,40, | 40 = E, (5) 
0 0 1 
r (i) 
2 


超 球 面 上 的 调和 分 析 的 主要 目的 是 : 找 出 一 组 函数 


pu) = qa, ttu Us), po 0, l, 2, ne 
Er 上 正 交 就 范 , 即 
1 | . | pio) = 85, 
Oni uu'=l 


mH ERAR Cu) 可 以 由 pC 的 线性 组 合 逼近 它 , 即 给 
了 任 一 # > 0, 有 Cos 7 ' 7, Cn 使 


flu) 一 »3 «e| « E. 


i-0 


FH xE X. 


2) ee G0, TOO 


是 函数 fu) 的 Fourier 级 数 . 

具体 地 给 出 ou) FE Fourier 级 数 的 最 好 推广 .但 要 
达到 这 目的 必需 要 较 多 的 预备 知识 ( 详 见 典型 域 的 调和 分 析 ， 
第 七 章 , $7.2). m Laplace 级 数 仅 是 把 一 个 不 可 约 表 示 的 支 
量 不 加 区 别 地 加 在 一 起 的 情况 而 已 ， 也 就 是 Laplace 级 数 中 


B3 P277 (us) 是 从 
> eo) = — D fS fp) 


i=0 O,—1 i-0 


vv'—1 


中 若 于 个 pw)gpixtv) 加 在 一 起 而 得 来 的 . 
$ 6， 不 变 方 程 的 Poisson 核 的 展开 


( 1 — xx' y 
| — 2xu' + rx 
的 展开 式 .， 命 + 二 pv,vv — 1, 由 (1.4)、(2.10)、(2.11) 推 得 
( 1 一 rx y. B ( I 一 e y 
1 —2xu' + rx | — 2puv' + p 


= (1— og» », PE uo )p" 
m=0 


1 
» li—-n—1 
= (1 — A (27-1) 2) PC ) uy » 


m-—0 T(n 一 1) 0 k« io 


1 
lin 
一 《1 一 p Gis 2; d'iCo)Pi i7 (uu! » C1) 
ix JL 
diCo) 一 p' 2; cgo” 


a ;十 本 2 一 1 r(c ts 


=o 2, TrU+ktn—1), 2k 


k! T (+ n) r(rckels) 


: Tn — 10) F 
1 
r (+ ia-1) 
其 中 Fle, 8; v; x) 是 超 几何 级 数 . 
由 超 几 何 级 数 的 性 质 : 
Fla: B; v5 x) — (1 — x) *FÉy — r,a — 8s v3 x) 
及 当 w 十 8 一 7 一 0 时 ， | 


. .1 ulKa ceo 0Cr) 
F(a, 8; vY5 1) Tla — o)T(y — 8)! 


= 


1 1 
—5n,1tns—1;iT—m; ) 
(4 , 2 p js 


可 得 


®t 49 9 


1 o c I 
| (Ia) = 


= TU tai) gF (1 - 十 13; 1 十 Lag) 


Zir(re l.i) 


了 一 0 


(32-1) r (5 2 
UMS WT 
| 2, r(14 Es - 1)r(3s)ra + 2 一 1) 
x eoe! P? Cuv’) 
一 > RES vi Coe! E (uv), (2) 
ixJL | 
r(z»)ra»— 1) 


"T T(n — DT (i ur 


x F(,— i» I+ +n; e). (3) 
适合 于 2 2 
lim riCo) =], | (4) 
因此 ，Poisson 公式 可 以 写成 为 
1 lcge o Wer 
"M | ( — 2puv' 十 x) Kv)? 
25.21 十 — 2 la-i 

-oo eoe». 
(5) 


E $0 e 


也 就 是 如 果 给 了 一 个 函数 FG 具有 收敛 的 Laplace 级 数 
geni ltn? | ILIO 


Wn—l i= n—2 =i 
则 在 球 内 不 变 方程 有 解 
|B ooo, 
CA o) SZ. | 


附 记 现在 的 处 理 方法 是 希望 保持 旧 有 的 球面 上 的 调和 
分 析 , 不 惜 把 p! 改 为 cxrKe)。 另 一 方面 ,可 以 保持 因子 o 而 
改变 所 对 应 的 Legendre 函数 ， 例 如 把 《1) 改 为 


(1 一 gy 9] Pe (uv )p" = $, Ouro, 
170 


xx JL 
QE) 一 (一 If 一: — 
| ECO k ) 一 2 大 (E). 
然后 再 继续 做 下 去 . 


$7. 完备 性 
前 已 证 明 , 球 上 任 一 连续 函数 p(w) 常 有 


. 3 -一 2 l5-i , . 
p> 1l y1 1209 n— 2 vo!21 


由 此 推 得 : 给 予 任 一 。 > 0, 我 们 有 p 使 
p00) — 1 9 2E y [ssp o) 


W n-i [0 n 2 v9'—1l 


«d s, 


Pv) 


又 有 六 使 


e 5] œ 


pp EP rm ee 


N jispi * ^ (ig-i) ， 
Kuj L S EET EE usui cu 


Oni x0 2 一 2 


py’ =i 


go(Kz)5| < e. (1) 
我 们 现在 证 明 : 如 果 球 上 一 个 连续 函数 适合 于 
EE pO Cuv Jü = 0,1 0, 1, 2, ee ， (2) 
RI pCa) = 0. 
这 是 极 易 证 明 的 事实 ,由 (1) 可 知 
Ham 


0 ,— On- 1-0 2—2 


wy’ = 1 


x | . | Bi Cuv plo ) à e. (3) 


s£v'—] 


RARI H (2) 可 知 左边 等 于 
L pe le 


(Onl 一 1 


2 一 工 


x|-4( 1 Saet? yf.. p 


(20 一 1 120 n— 2 


uu’=i vv'-1 


EH Leu) a 


usu'-1 


Hi C3» 推出 : 给 任 一 s — 0, HE 
1 


(uv Jole e) i> 


和 一 上 


| | [plu) Pù <e, 
除 plu) = 0 外 ,这 是 不 可 能 的 . 
| $ 8， 解 偏 微分 方程 0:0 一 20b 


考虑 球面 上 的 偏 微分 方程 
0,0 = 40, (1) 


e 52 e 


使 些 式 有 解 的 1 称 为 特征 值 ， 今 往 证 


定理 1 B 1= ltn 2) = 0,1,2, AE 


其 他 的 特征 值 , 而 P Cuv) 是 对 应 此 特征 值 的 解 . 


gu p (uu) = U + n — DPE Cuv’), 
取 ， 一 (1, 0, …, 0), 则 (2) 简化 为 


1 
Cos 十 (2 一 2) eg d) p ) ( cos 0, ) 


= — KI + 2 — 2) PE" ( cos), 
MIER 4 cos0, — E, 则 (3) 等 价 于 


om F n — 0 ($771) 
K ES DE| CE) 


= — (1 + n — 2) PE CE), 


(2) 


(3) 


这 就 是 公式 0.6, 因此 当 v = (0, 0,…,0) 时, (2) 式 是 正 


确 的 . 


BUE v JEFE BALA A EXHT BE VD — (1,0, -- 


0), 51 进 球 座 标 


«I = (cos0,, sinOicosO,, ++... ), 
则 间 题 化 为 与 上 面 所 讲 的 完全 一 样 . 
再 证 如 果 
O — 10, ONF — LU, Als p, 
则 
| | Q(v)U(»)» = 0, 
BT 
|-- | ecoomos = $1), 
yv'z] | P-l 
”此 处 


(4) 


(5) 


e 93 € 


vgpy'-1 


x sin” “0 sin 0, ,40,: - - dOn 
sin?0, - * * sin?0, sin” * 10, 


当 p 二 4 一 1 了 时, J 中 有 一 单 积 分 
, o- (sin 0, 2) 46, 


o 06, 00, 
。 ,一 OV |" = OÈ . „—p— ou 
= n—p-—i 一 一 n—p 1g ——— d0 
Q sin 6, 90, | | 77 sin p 06, ? 
一 | (sin 一 802 | 40, , 
0 00, 06, 


即 @$ 与 于 易 地 而 处 ， 当 p 一 # 一 1 时 ,方法 也 相仿 ,但 需 注 意 
基数 9 、 严 对 0: 的 周期 性 . 因此 得 到 


|- ecoosrcos = |---| rcossecos. EC 


由 此 及 (4) 可 知 
(à - p|- . | BOC = 0, 
即 得 (5) X. 
现在 证 明 除 
= — (lI + n-— 2) 


外 , CO 式 无 其 他 的 特征 根 。 同 时 也 将 证 明 , 当 2 = — CU 十 
n 一 2) 时 , 除 PP. Cuv) 外 无 其 他 的 特征 函数 ， 注 意 ,这 儿 
并 不 仅仅 是 一 个 特征 函数 ,给 予 任 一 球面 上 的 一 点 v, 有 一 特 


征 函 数 ”Cnv')， 这 些 特 征 函数 成 一 线性 空间 (这 空间 的 
维 数 等 于 


现在 不 去 证 明 ). 
如 果 * 是 另 一 特征 根 ,而 $B(v) 是 对 应 的 特征 函数 , 则 
EE Bw) P877) (uv ó = 0, 1 一 0,1,2, 7 。 


py'-] 


申 完备 性 可 知 B(v) — 0. BEA, GRK A = 一 — 10 十 # 一 


2) 时 , P779 (wv') 表示 了 对 应 于 此 特征 根 的 所 有 的 特征 函 
s. 


$9. HB g 


我 们 也 可 以 从 Poisson 核 的 性 质 推出 超 球 函 数 的 整套 结 
果 来 ， 例如 : | 
(1) 首先 


_ 1 一 xx'yy , , 
Hx, y) = -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， <1, <1 (i 
Cn y (1 — 2xy' + xx' yy! Y? Uu » a) 

E Cras cor. n) BAMAR. 直接 证 明之 如 次 : 

ð 一 2x;yy’ 

D Hla, = 2 

Ox; Cn y) (1 — 2xy' + xx yy )"? 

q PL — xx yy DOi — riyy’) 
(1 一 2xy' + xx! yy I” 


B ea 
2yy 
—— H(x = — 
Ox? > y) (1 — 2xy' 十 xx yy )"^ 
Lo LAmuyyCy — xy) aA — xx yy yy. 
(1 一 2xy + xx yy JI" (1 一 2xy' + xx'yy') 3 
— d d . -— à / 2 
+ n(n + er yy yyy Y. 
(1 一 2xy + xx'yy JI” 
因此 ， 
n ð 2 yy 
2.—HG,y)-—-— ' = n 
ici Ox (1 — 2xy' + xx'yy' 22 


e 55 + 


200 Anyy (xy! — xx'yy ). s(1-— xxyy)yy 
— (1 — 2xy' + xx yy )*" (1 — 2ry + xx yy)" 
PELC 4- 2)Y(1 — xx' yy lyy — 2xy'yy + xx (yy Y] 


(1 一 2xy 十 xx yy NIP 


= 0. 
(2) 我 们 有 等 式 
HG, y) = L | | Hx , »)HCo, yo, 
xx' «— l,yy' <l, (2) 


这 结果 的 证 明 是 十 分 简单 的 ,其 原因 是 Hz, v) 就 是 Poisson 
核 ,而 Hle, y) 是 调和 函数 HC, y) 的 边界 值 . 

(3) f x = pu, y = rv, fig 
1 — pr! 


H(pu, ro) = 一 一 一 一 一 一 
(1 — 2pruv' + Pr)" 


= Qiu )Xor) (3) 


一 0 


是 寡 级 数 展开 式 , 代 人 《2) 中 得 
Quv Xoryc -1- |- -| 2; Q,Cuw')p*? 


x > QoCuv')r* i, 
逐 项 求 积 分 并 比较 系数 得 | | 
1 , Tip, 
H | [oio tm — Z4 yx. 0 


ww'=l 
(4) 取 特 例 u = = (1, 0,-:-7, 0), w 一 ( cos 6,, sin Ô, 
cosÜ,, ***), uw 一 sin* "D - sin 0, ,d0,- * "dOn, 得 


x Q K COS s090 cos O, ) sin” 0 dO 


0 nl 


> 56 9 


pms rm 


x x 2x 
0 n 


-[^ raq 
Q1), pq. 


T (e+ 
_277 | sin’ dO — y x 2 
0 


p- 一 Me 
T (=) T (z 十 ! 
2 2 


由 于 


及 OD EU + mL 一 seo 的 展 式 中 如 的 系数 , 即 


oa) e (Dez + p— SG + 2p —2) 


p! 
_(a+p— 3) +2p—2) 
(n — 2)!p! , 


因此 得 出 
Q,C cos0,20 4C cos 0, ) sin" 70,40, 


2 一 
TA 2 — 
= r? (n p33)! (Cn, 2p — 2). 


r(2) (n — 2)1p! 


áp cos6, = E, 即 得 
| OEO — £017 dE 
= (n E 2p — 2) 78 (i E p 3221 0 s. 
ri) P! 
(5) TERN 
H(pu, v) 一 2 Qilur’ )p 


代入 Laplace 方程 
e 57 


(5) 


1 E (o7 0 (HCpu, v))) 4L OfH(pu, v) = 0, 
p" 1 Op Op p 


并 比较 o^? 的 系数 得 
In 4-1 — 22)9i(uv') + O2QiCuv') = 0, 
取 特 例 "一 (1,0, ---,0) 及 cos6 = E, 即 得 : OE) Æ 
合 于 二 阶 微分 方程 : 


— ey ËQ o (in dQ, n 一 = 
Q — 8) FEL — (n — DETEL-E I 5 — 29 — 0. (6) 


(6) 如 前 证 明 OLur) 在 球 上 的 完整 性 , 及 O YE C— 1, 
+ 1) 中 的 完整 性 等 等 . | 

总 之 , 重用 Poison ZXnIULHEHUGEEERERCHCP] ERE PE JR , 
这 样 的 推导 方法 ,把 超 球 函 数 的 研究 和 Laplace 方程 的 研究 更 
打成一片 了 , 


习题 ” 试 证 
On(EE HNV 1— E A/1 — E" cosO)sin" 3070 
= CO mC E)n CE), 
FEH c X. 
+ 58 * 


第 三 讲 扩充 空间 与 球 几 何 


$1. 二 次 变形 与 扩充 空间 


以 上 我 们 把 单位 圆 推广 到 单位 球 ， 现 在 我 们 把 整个 平面 
(Gauss 平面 连 co 点 ) 及 在 这 平面 上 起 作用 的 Mobius 群 都 推广 
到 ” 维 空间 。 我们 现在 讲 得 抽象 些 , 但 读者 可 以 与 第 一 章 相 
仿 ， 或 通过 使 单位 妹 不 变 的 变形 的 形式 而 思 芳 这 些 群 是 怎样 
想 出 来 的 , 


我 们 从 一 个 二 次 型 
xpo H xj yy 0 a) 
出 发 , 它 的 方 阵 是 n + 2 行列 的 方 阵 
I 0 0 
j-|[o0 o -L (2) 
2 
1 
0 —3 0 
我 们 考虑 射影 变换 
(5*, nf, 07) = PCE, m, mM, (3) 
这 儿 E, £* 是 4 PESCE, m, m. m1. 02 是 实数 ，M 是 
MJM' = J, (4) 
显然 变换 (3) 保持 关系 
BE = qm. (5) 
命 


T 7i Hu» 
M —[v, a b | (6) 
v, € d[ 


则 得 
B" = (ET + nvi + 71272) » 
në = pCEm + ma + me), (7) 
27 = plu, + mb + qd), 
研究 非 齐 次 坐标 : 命 — E/m (是 一 矢量 )，y 一 7102， 
由 关系 (5) 可知 


i 一 xx， ur = yy. 
72 


712 
(7) 变 成 为 变形 
IT +xrv t v2 
xu, xx'b + d’? 
(8) 
， xu, xxa-d-c 
[ul —M———M— 
yy = yu + xx b +d 
注意 (8) 的 第 二 式 可 由 第 一 式 推出 . 
由 ， , 
T', —2,,' —2u, 
M = JM’ J = -— 4, d, b, 
od 
一 Fh €, a 
可 以 算得 (8) 的 逆 变 换 是 
， 1, 1 
yT 0734 Yy 177 73 fh | 
x A I————— M P MH Há— 
— 2yvi + yy'b + a 
yvi yy (9) 


—2yv, + yy'd +c 
—2y»i + yy'b + a 
所 有 的 形 如 (8) 的 变换 成 一 群 ,以 G 表 之 . 

对 应 于 y= 0 的 点 称 为 无 穷 远 点 ， 添 进 这 无 穷 远 点 , 所 
得 出 的 空间 称 为 扩充 空间 . 当 «0, WU EE 二 0, 因 之 
Eë = 0, M CE, m, m2 = «0, 1, 0) 唯一 决定 . 


» 60 。 


xx’ — 


广 意 : 由 
run t rb tden (10) 


仅 得 一 点 ， 首 先 由 M 的 性 质 ,可 知 


1 , 
—oQ hc bd — 0, 


如 果 42 —0, Hu, — 0, C10) 式 无 解 ， 即 (8) 把 co 239 co, 
AUR. b ue 0, 则 C10) 式 可 以 改写 成 为 
MEN (== #) (e=) s 
SOT EE M EM 

问题 : erxemmxn. 双 有 理 变形 是 否 就 是 〈8) 
的 形式 . 

不 难 证 明 扩充 空间 成 一 可 递 集 ， 任 意 二 点 可 以 同时 变 为 
0, 00; 使 0, 不 变 的 变形 是 
此 处 TT! — 1, TS 因此 ， 任 一 矢量 = on 可 以 变 为 。， | 


Bd — po uT-e, 即 任意 三 点 可 以 变 为 任意 三 点 . 任意 四 
点 的 不 变量 是 什么 ? | 


xT, 


求 微分 得 0 / 
(dy, 2ydy', 0) = [dp(x, xx’,1) + p(dx, 2xdx', 0)]M, (2) 


由 于 
(dy, 2ydy', 0) J (dy, 2ydy' , 0)' = dydy 


e ó] * 


Cx, xx', 12J (x, x, 1) — 0, 
(x, xx', 1) J (dx, 2xdx'/, 0) 一 0， 


dydy' = p'dxdx', 


1 = plru, + xx'b + d), 


dxdx' 


dydy = ——234 
yay (xu, + xx'b 4- dy 


这 说 明了 ， 这 变形 把 无 穷 小 球 变 为 无 穷 小 球 ， 并 且 是 保 角 变 


Ha, . 
由 逆 变 换 得 
duds = - dyày E 
( —2yv, + yy'b + ay 
由 此 二 式 建 议 


(xu, 十 xz'b + d) —2yvi + yy'b + a) — 1, 


(6) 式 的 直接 证 明 是 容易 的 ,因为 由 (1) 可 知 
| 1 = p(xwu; + xx'b + d), 
XE Cy, yy’, 1) M^! = olx, zx’, 1) 可 知 
p — 2ys, + yy'b + a, 


现在 来 证 明 
c Ou cC 8 ( Du 
— a^ V O (ro 
2: Oy 2; Ox; ðr; 
n Ou "x3 04 ðu 
== 4j 十 (2 一 1)4 — —— 
2: Ox; ( n) 2; Ox, 8x," 
iX JL à = xu; + xx'b +d, 
由 《4) 可 知 


Əy: 9y 18, 
izi Ox, Ôx, M 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


FA EA mix * 相 加 得 


Oyi 1 Ox, (9) 
Ox, 2? Oy; 
因此 
Ou _ N^ ĝu Ox 
Oy; 2; Ox; Oy 
m * Ou . > Ou ʻ Ox Ox, 
i21 Oyi prai OxjOx, i21 OY; ð 


Ou Ox; 
十 ——— 一 一 了 
2: Óxj i=l Dy; 


s oO. Ny, Oy 
= a 一 一 一 一 。 
22 OriOak i=l 1 2r Ox, 


DES 


Ox; i=l E 
-ry Cu 4 Ou 2:22. 
i=l X; j=1 ôx; i=l 
与 (7) TRECE ,我 们 看 出 所 待 证 者 是 
o Ox, aà 
——L. 一 = — n) 一 一 10 
i=1 y; © n) Oxj (10) 
. 由 《8) 及 C9) 可 知 
Ox; Ox, —- 125 
21 Oy, Oy, 
微分 之 得 | 
n Ox, Óx, c 0x, Ox, _ On 
一 一 一 一 十 7^ 2 ^ 8,4, 
i=l Oys Oy, i=1 Oy, 0y,0y, 0y, 
Bp 


5 O'x, Ox, + 二 二 (> RE 
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即 
"Ox Dr 0X. 1 0» 
i=1 Oyp Oy,...0y, um 
PEN 而 对 9 相 加 ,得 | 


BA T Dy, 0x 205" 
对 Pp 相 加 , 即 得 (10) 式 ,因而 得 出 (7) 式 . 
更 深入 些 ,我 们 利用 恒等式 | 
ð 1 0 f ip =, 20 , Or 
站 ("起 Ox, Cr 9)) E d o ze 


(11) 
1 Óxj 
由 (7) 可 以 推出 : 命 | | 


Y(y) 一 CON 
则 


238 (o iyi 20) 


i21 Ox, 


fn 0d 


Tomis 117 WAEN, BITE RT, cA 
出 


" avy 


gH 2x 
isi Oy — ad DES Ox ` qa 
$3, 球 变 为 球 
球 可 以 写成 为 v 


myy 十 y + h 一 0。 (1) 
它 可 以 用 一 个 = +2 EURE CE, m. m2 表 之 
经 变形 (1.8), 球 (1) 变 为 
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Crm + xx'a d- c) ^ (xT + xx'v, 十 nE 
+ qu xu, + xx'b +d) 7-0, 
这 也 是 一 球 ， 这 球 以 (8* ot n 表 之 , 则 得 


即 得 
(z* ; Un , nž) = = (8, Tis nM’, (2) 
BA C1) 可 以 改写 成 为 
2.8. »S$V Se /—— = $E — nm 
o | 2) o x) 4ni m 4ni 
因此 , 视 


(E, Nis NJOLE, Tis 71) 一 dd un 47111 5 0 
而 球 (1) REER ARRER. 
不 难 证 明 变 形 (1.8) 可 以 把 实 球 、 AGRGHARAGO 
rx =l, xr 0, xx 一 — ], 
实 球 成 一 可 递 集 ， 注 意 平面 也 是 实 球 , 特别 x, 一 0 就 是 一 实 
ER. 
把 上 半空 间 x > 0 变 为 单位 球 yy — 1 内 部 的 变换 是 
— (xx — 1,2x,..*., 22,) | 
(十 1 十 及 十 "十 地 
可 证 明 这 点 是 容易 的 ,因为 = 


yy E KELI 十 1)? 十 "m — xj) _ (1+ xx y — 4d 
(1 十 p 十 xx t | (1 + xx 4 2x) 
_1 十 xx — 2x 
1 xx 十 2xi 
及 | | 
i — yy = tn 


:十 xx B 2x 
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所 以 把 x, 0 变 为 yy 一 1。 它 把 平面 上 总 一 0 变 为 单位 球面 

vv — 1, BD 
2 ob ELT 2E, oV 26n) 
DEAE ' 


因此 ， 


1 —2yv + yy = 1 十 xx 


^ 十 xx“ 十 2x, 
— 2 (1—xx )(1—£i* 2) -- (E; - ' Txt) 
(1 十 xx 十 2x)1 十 总 十 … t E) 
na EX E EE E co b ELE 2E b c e xuEL) 
(1 4- xz' 2x1 Ha ERE e n ED) 
= 4 xi 十 (E, + x) 十 ett 4 CE, 十 xu 
(1 c xx' + 2x) m E pF ern EJ) 
Bri 
( 1 — yy )" ;-( x(0- EG ER )" 
1—2y»' + yy’ xid- CPt ED a iia ai -PE PO 
x di, , dE, 
1 24s..—LREYP 
|+ ( + 好 十 + 品 ) | 
2x inis 
= ' dl; 
mar rany) ^ 
即 得 "上 半 ” 空 间 的 Poisson 公式 


Dx, À iar" Xn) = 


1 | ep — Qu" 0C, E, oot Endit edin 
-olat CE H n bb GS H nmn 


"dEn, 


PT E 
它 所 到 全 的 仿 微 分 方程 是 
xi n 99. c (2 — n)a, L c o, (3) 
i=l Ox ; Ox, 


又 从 Laplace 方程 关于 单位 球 的 Poisson. 公式 


== e.. 9 ly 
$( y) "" la 2» vy ya? », (4) 
行 变 化 


DC) = PAT = W(xY0 xxz 十 2x03 (5) 


则 
$(v) = 9(0, 5, ---, EL HF EL RF e FEBR , 
1 — yy | 
(1 一 2yv + yy)? 


_ 2(l 十 xx + 2x 2 《1 十 £i 十 E 
277 xi 十 (£; 十 x) 十 “十 (5, 十 x)? 
= 2 ." ^" 
Cx 六 4 


由 (4) 及 (5) 得 | 
Ple) = (1-- rr 22) 1 0(y) = (0-- 1x 22) 3 


x 1 E —— (v) 
On el xi (1 — 2yv + yy)! 


= (1 - xx' 十 1s) 1 14. |. z 
(O4 —1 


TES tex’ +22) (1 tët: … 十 ETECO E, ZEN 


277(x1 t CE 十 x) oc cb CES H nn? 
« (1 2p. d 1" 
(2 +E + e t E) md -—m 
d£;,::*dE, = 1 /z 
Oni Y a 
. 2x, (0, £1, " ' 3 F ) déc d£, 


4xi 十 (82 十 xD 十 …， "PME: 
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这 是 十 半 ”空间 的 Laplace 方程 的 . Poisson AX. 


$4， 两 球 相 切 ， "ua 


两 球 
CE, m, m2, CE*, xt, m2) 
相 切 的 条 件 是 什么 ?当然 是 
* * N71 
I SEDI BE 


- NEZ — y s Epam 
^ni Ani? oo’ 


Cni + 2t — EEY Y | 
= (EE — Anm ”一 Anën), 
也 就 是 行列 式 
E, m, h a E, n» E 72 V 
I" "b. ra) I C. UP 可) 
这 建议 ,我 们 应 当 研 究 二 行 二 列 的 方 阵 


" jl nU " jt 2) =S. (2) 


RI 


RNEER: 由 形 如 


ACE, m, M) + p CET. »"U s. 72) 
的 球 所 组 成 的 集合 称 为 球 串 . 
” 球 串 可 以 用 2 X Co 十 2) 的 矩阵 - 
5, Ms M 
t " OT. 2) 
KRE. nAU——1;—5J875EE O 使 
QOX = Y, 
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“由 于 中 的 标签 是 w 十 1 正 , 1 人 负 ， 所 以 S 有 三 种 可 能 
WE: (i) 定 正 ，(ii) Pk, Gi 标签 一 正 一 负 ， 所 对 应 的 球 串 
各 定义 为 椭圆 的 、 抛 物 的 及 双 曲 的 . 


$ 5。 两 球 正 交 , 球 族 
两 球 
CE, Nis 71); (E*, 71, 72) 


XL MN NN 


— 2 ct 一 ^mm fE*E* — mënt 9 
4n? Ane? cos , 
也 就 


cos = $E gai T O § E" — 2 wa — m - 一 一 
CEE” 一 Anim) CEF EY 一 4nf o1) | 
(E, m $12 TE , qf, nN) 
| VG mm^ Em 2 Y CE* mt mP)J E* tut 
二 球 正 交 的 条 件 是 
— (GE, m, mJ (nt m) = 0, (1) 
定义 与 一 定 球 正 交 的 诸 球 所 成 的 集合 称 为 球 族 . 
因 之 , 依 被 正 交 球 是 实 球 、 点 球 与 虚 球 , MEHN, f 


物 , 椭 加 的 三 族 . 


$6. 保 角 映 象 


本 节 开 始 讲 些 更 一 般 的 结果 ， 
如 果 有 一 变形 
y = y(r), 
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, 1 , 
dydy’ = dude , À-A(x), 


(1) 


JF EL fe D, 变 为 域 D,, 这 个 变形 称 为 把 D, 2579 D, 的 保 角 
ER, XF Laplace 算 子 ,我们 有 以 下 的 性 质 : 
定理 1 如 果 变 换 y 一 y(x) 适合 于 (1), 市 


Y(y) = XAET, 


则 
DZY ap S PX 
ici Oy; i=1 Oxj' 
证 
C) 由 (1) 推 得 
yo Oy 21, 5 Or Or 
i21 Ox, Ox, jg ote 2 Oy, Oy, 
而 且 有 


Ox; 一 42 Oy, 
0y, Ox," 


Q) 微分 (4) 式 得 


5 Oy, Oy, Qo ND By. Oy, ag DA 
i=] Ox,0x,  Óx, izı Ox,  Ox,Ó0x, "^ Ox, ’ 
交换 足 码 * 与 9 得 
Sr. bu g S u. O85 -5 0x7 
i= 0x,0x, Ox, iz) Ôx, Ozr, Ox, " Or, 
(6) -5 (7) 相 加 得 
-2 ( » Oy Br) 4 ; S y Dy 
Ox, \izi Ox, Ôx, i=1 Ox, Or, Ox, 
0A? 01? | 
= p D + 8, 2 
irm ur" 
即 得 
c Oy. O^ 917 017 017 
2 - x = ĝ T6 r — 0; 
21 Ox, Ox, Ox, r Ər, " x, 1 Ox, 
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= Nö pa 3 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


Oxp Lo uu 

2 O'y; _ OX? Ox, 4 O47 0x, — E 027 (9) 
Oxj,0x, Ox, Oy, Ox, Oy; ðy; ` 

(3) mq — :, 并 对 9 求 和 得 


2 > AL = (2 — 2) ŽI, (10) 


=: Ox, Ji 
(4) BER C8) 式 对 x, 的 偏 微 商 得 
3p àue uo.) in. Pu 


' i21 OxpOx,  Ox,Óx, zi x,  Oxj0x,0x, 
017 917 947 
= à 6 — 8, AL. 11 
?4 OxOx, P Ox,Óx, M Ox,O0x, qn 
交换 足 码 ? 与 “得 
D Oy, .Otyi 十 2 > Oy, yi — 
i= 0x,0x,  Ox,Óx, 1 Ox, Ox ,Ox,Ox, 
017 Qu 947 
, à,, ` 12 
* Ox,Ox, Ox, 0x, * Ox, Ox, (02) 
PAMM 


DE (D e 0n 
iz oro Ox,Ox, =1 Ox, Óx,0x,Ó0x, 


v y Oy; ) 一 》 ro L8 OA? 
i=] Ox, Ox ,Ox,Ox, ^? x Ox, P: Ox,Ox, 


21 2 2 1 一? 21—2 
48, DR + 8, A — 28, AR (13) 
利用 
2 ^ | —2 
Ros Dion on) Bug. n 9 
" | 
e 71) 


2- ($ n2) a D (29 2 tm 
Ox,0x, Nizi Ox, Ox, Ox, Ox,0x,Üx, Ox, 


Qo Oy. 1 ay . Du. _Oy 2, 
Ox,0x,0x, OxpOxs  Ox,Ox, T x,0x, Ox, Ox, 
(15) 
Hi C13), (14) 5j (15) 得 
Oy; By 2 87 
i21 DxrpDx，DxvyOx， âx Ox i=1 0x,0x, 
._0y: LL ND LO, 2r) 25, 97. 
Ox0x,  f-i0x,0x, OxjOx, "* Ox Ox, 
21— —2 E 2-— 
+ 6,, O?À a OA 5., OM 4 Ou? . 
Ox, Ox, Qx;Óx, Ox,0z, Ox; Ox, 
Bi | 
: O^y, A Oy —2 < y; 9; 
i1 0x,0x,  OxjÓx, i21 0OxpDxy Ox,Or, 
一 7 z Oy, Əy; — à Qi? l 9417 
(10x,0r,0r,0x, "1 Ox0x, " OxOx, 
ps 927 Qua ,ss OX 2, OX 
" Ox.0x,  “ OxjOx, " Ox Ox, " Or Bx," 
(16) 
(5) Æ (16) 中 取 上 一 bp 一 9 得 
4 > 一 4 əy; | ) 
这 pa | ; DxpOx。 
2 一 2 21-2 2171 
= 4à, OM ON — 3 PA , 
| | Ox,0x, Óxj Ory | 
对 p, 9 求 和 得 | 
NOE) - NE 
i=] p Ox, t4 Ox,0x, 
-(- 52-227 (17) 


2 * 


è 72 e 


(6) 由 《9) 可 知 


«( D yi ) 一 (217 ? Ox. Ox, 上 017 080x, _ Bp ^y, 
Ox,0x, Ox, Oy, Ox, Oy, Oy, 


由 此 


2 
DEG) E E G) 

2,2 2; Ox,0x, 之 之 82,05, 
Xx) (y + (2) C5.) 
pps 7 Ox, Oy; Ox, Oy, 

Ja 01^ 01^ ðr, Ox, 
+ 9. (5. 2 Ox, Ox, Oy, 0y; 


; Oi? 0X? ðr 017 01? Bx, 
C^ 0x, ' Oy, ?" Dy, -2 85 Dy r D] 


= 2a YQ DACE em) 


p 


一 4 之 (SJ = 210; (ay 


p Xp 
十 (2 — 4) 2, o) = (3n 一 2)M Dlan) 
xXJLHT an 


S (OY »( 217 Suy 
2) - Zi 5s Oy, 


i=] t 


y BBI yy u be o a D (BEN, as 


jik Ôx; Ox, Dy Oy, j=1 
(7) 将 (10) 5 (18) fA (17) 得 《并 用 (19)) 


Bc DIEGO 
-ü-»2 "E 


e. 73 v 


(-2)- pe A mm 
(1— 2 — n) 712 5 (25) = (i — n) 5 847 


p Xp p Ox, f 
BI 
c — o» X (2EY - 4 D 22, 
p \Oxp 7; Óx, 
也 就 是 
fi DA ) oA 
一 D^ | | 
2 2; e» 2; Oxl' (20) 
(8) 由 
ƏY _ 5 OY Ox, 
Oy; j=] Ox, Oy; 
及 


Oy wv OY .on. 0n , 5 3Y Ox, 
Oyi proi 0x;0x, Oy, Oy, i=1 OF; Oy} 


en 
S 2 NL LL 


ix] 5» i=] Xj jzi Óxj ici əy; 
-一 n5 X 7 + 《2 一 nà 5 2Y 0 
T 121 Ox, Ox, 
"0 ( _, OY 
en A? M A? s wv 
SH Ox; ° 
(9) 利用 恒等式 
2 (o2 978) ) = o .29 一 vo 
Ox; ( ) xj ? 0xl' 
推 得 
«1 OY — P3 3. (eain) 
£i 64 ^ fs! 
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"-— 到 ”一 一 一 一 一 -一 一 


CN, 


= Dr (73 0X OX _ 


edat. 
Ter 


— X (1 一 z) At^ 
2 


由 (20) 可 知 最 后 一 项 等 于 0。 因此 得 出 
5S 2Y OY 


1-1 Oy 


这 就 是 本 定理 的 结 


He. 


9 a La 9X 
Dx; i21 Ox 
Tu wo O!X 
ERE oA 
2 o4 
Nh n (2 ) ) 
À -一 l— 一 一 
i Oxi 2 2, Óx; ? 
2 
= 17" OX 
> Ox} 


附 记 在 定理 的 证 明 中 也 带 便 地 证 明了 


1 ES 
té VARI CELL 


问题 1 任何 一 个 把 单位 球 变 为 其 四 部 的 保 角 变换 是 否 
把 两 点 则 的 非 欧 距离 愈 安 愈 短 ? 
问题 2 ”如果 一 个 把 单位 球 变 为 其 内 部 而 且 把 原点 变 为 
原点 的 保 角 变换 是 否 把 同心 球 也 变 为 其 内 部 ? 
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第 四 讲 Lorentz f£ 


$1. 换 若 本 方 阵 
以 往 我 们 定义 
I? 0 0 
E ao 
J 二 | 0 0 > f> (1) 
ua 
而 研究 适合 于 
2 MJM' = J (2) 
的 M 所 成 的 群 . 
由 于 
0 —L | 
1 —1 2|/1 -—iwv 1 0 
, D| 1 [s ) 7 2 
如 命 
I? 0 I 0 一 
P 一 1 —1\ Im 1—nl? (3) 
' G j È ( | 
则 得 
poeto 0 ; 了 (= 十 1 0 
P( u^ - ( 2) (4) 
关于 式 G) 可 以 写 得 更 具体 : 
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M (u—u) lou ou) 
2 2 


P = n= nlab etd) qGtb-e-a) 


5 


1 1 
v, 十 n y (am bt ce— d) 5 (tbt cdd) 


M, Wu ou 
Vi a b . 
V 2 € d 


在 今后 相当 长 的 一 段 时 期 内 、， 我 们 研究 适合 于 (4) 的 P 
所 成 的 群 ， 这 群 以 L(s 十 1, 1) EZ, 称 为 (z+ 1, D 型 
Lorentz Zf. 

由 (4) ASA 


in 


M = 


(det PY =], 
即 P 之 行列 式 之 值 等 于 土 1， 行列 式 之 值 等 于 1 的 成 一 于 
PEA Liro RZ, 行列 式 之 值 等 于 一 1 的 户 构成 一 子 集合 
A Lono 表 之 ， 特 别 如 (1, =, 1, 一 1] 就 是 一 个 行列 式 等 
T- 一 】 的 Linto ABE, 且 Lon Hi Léo 中 方 阵 乘 以 
[1,…,1, 一 1] 构成 , 即 B 
| Listo ™ [1, ,1,-—1 ]L&.. D. 
所 以 群 Loa 是 由 Liu "e 列 式 等 于 一 1 的 方 阵 
而 生成 的 ,而 县 
Loo 一 LO U Los 
= Lha ULL, ::*,1, m1] Liw. | (5) 
X in RE P R3 CORE o3 E 
(aij hici icn 
则 适合 于 | | 
Gesta ZO 0 000 0 (6) 


的 方 阵 也 成 一 群 , 以 Lian 表 之 。 今 往 证 明 适 合 (6) 的 方 
阵 成 一 群 , 命 
B = (bi PT PR bntun > 0, 


及 


则 


n+l 
Canten 77 > Antibi n2 十 00542,0420 541.042. 


由 关系 (4) 已 知 


"1 51 
2 ,2 2 2 NE 
> PIN lnt, 04-2 7 l, 24 Gel i C ual, n+29 
im] i=l 
+i : "di 
2 2 — 
> binta 一 bnt2, ata 一 1 ， >, bi. nta < bhan s4-13 
i» 1 ixi 
由 Schwarz -不 等 式 
n+l nti n+l 
| > antiin < 2) dali EM bi n+2 < n42, m 1429 
izj i=] 4 1 


即 得 所 证 . 

适合 于 m 
542,541 Z 0. i 
的 元 素 构 成 一 子 集合 , 以 工 -oo+ronb 表 之 ， 也 显然 有 |1, 
—11€ Larn, E. | 

Lntid) = 11,77 ， 1， —1] Linenn, 

而 且 

Loo = Laatio U nu T 

= LusoUll,:-:,1, —1 ]L.c. D. 

婚 属 于 Lint, 1) 又 属于 Lu 1) 85353 E — RE, 以 Lio. D 

表 之 , 即 


E 
Lt, pt Linti, pf1 L tinti, De 
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不 难 证 明 
Larin 一 L intin U Lc 
= Lias U [—71,1, =, 1, —1 J]Lict, vs 


而 
其 中 


十 十 - | 
Lain = Liao U Lior o U Lto o U LI po 


Lap = [—1, 1, 21t, 1, —1] Lon. s 
Lies = L1, tt, 1, 一 1， 1] Lion; 
Loup 一 [1, 5,1, +1, —1]LZ$cav. 
注意 : 条 件 (6) 反映 在 原 符 号 上 是 
at+tb+c+d>O), 


$2. WHT: 
置换 变换 : 固定 i, G Aj 1 Sij Snt 1), 由 
Yi = xj, yj = Xis Ja = Ira Ri jl m An b 2) (1) 
的 变形 称 为 置换 变形 ,以 | 
P (ixi,isn-dl) 
表 之 ，PiP 表示 P 的 第 i 行 . 第 7 TH HA, PP; 表示 P 的 第 
i 列 , 第 i 列 互 换 ， 这 变换 属于 元 Ho+ub。 
HUREDE i, Aj xi. jen 十 1), 由 
yi = xj, yj — xi, ya = ACRE ji Sk Sna) 
的 变形 以 


Qi; 
表 之 , 则 9;; 属于 Lior 
变形 
cosg sinO 0 --:- 0 
一 sinb cos0O 0 --- 0 
RO) 一 0 0 0 
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称 为 旋转 , 它 属于 Lian, v. 
Ri(0) 一 QnQinRuQF Qi, i, j= 1,2, n1 
所 表示 之 变形 是 
y; = cosÜx,; + sinOx;, y; = — sinOx,; + cosOx;, 
其 它 的 xk 75 1, 1) RE, 这 类 的 变形 统称 为 旋转 ， 又 
coshp 0 .… 0 snphp 


0 1:0 0 
PFC) 一 EE c 
0 0 ++. 1 0 
sinpw 0 e 0  cosÀj 
称 为 双 曲 旋转 ， 


H (2 = QaH On 
也 称 为 双 曲 旋转 . 


”定理 1 Ln.v 由 置换 ,旋转 , 双 曲 旋 转 所 演 成 的 。 


证 (1) 先 由 极 简 单 的 性 质 出 发 : 令 
a b cosho sin hp * x 

( SIM cos Ad -(. J: v 

由 计算 可 知 m 
¢ = ccosho + dsin hd, 

An d s 0, |c| « 141, 则 由 
c cos 4d + d sin Ad = 0, 

亦 即 由 


tanko = 一 - 


HARE o, WAY Ec - 0, 
(2) 命 4 是 Loca 中 任 一 方 阵 , 记 
, Ant) B 
a= ) 


0 Ü,s.2,n4-2 


则 由 4[1, etea 1, —1]4 = [3, :*:,1, 一 1] 可 知 


» 80 + 


f] > A c De. . - . . 
aa d- l = 4 4141 00 07 


因此 ， | s . 
Go42, 542 77 O, | ane TEES Tana. E | 
j=1,2, n EA 
所 以 有 Hh) 使 
AH Cp) 


89 (n 4- 2, 1) TRX 0, AALO) 仍旧 属于 Liono. HÆ 
以 合适 的 Ho) BE Cat 2,2) 元 素 为 0, 等 等 . 即 可 以 乘 以 
双 曲 旋转 方 阵 使 4 变 为 | 
(47^ B 
0 542,32 
的 形式 ,由 于 它 适合 (1.4) 式 ,因此 名 一 0, BI 
所 以 4 d) Q1, n4-2 G ntt, 042 UA 
Bí 0 , s+ ; ss 
B-( 0 o) 了 , = ICW, “一 m 

由 于 3 属于 Liga o, 所 以 ea 一 1, de B, 一 1， 因而 B, 是 一 
. 行列 式 等 于 1 的 正 交 方 阵 , 可 知 它 是 旋转 之 积 (读者 如 不 知 此 
结果 , 仍 可 由 上 法 逐步 得 出 之 ). 

HEERA, Lieno 可 由 置换 Q4, R0), Hp) 而 


演出 之 ,置换 共有 > a( 十 1) 个 , 但 注意 它们 仍然 可 以 用 


(—1)* 0 (9 Q0 
资 出 之 ， 但 Qu 一 Re 人 三 )， 因 此 一 共有 三 种 元 素 即 可 演出 
Eos De | | mE f 
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问题 演出 元 素 还 能 再 减少 否 ? | 
定理 2 Logis) 的 元 索 可 以 由 Qi, Ra C0), H, Ce), 
[1,:*:, 1, —1], [1, +41, —1, 一 1] 演出 之 . 
回 到 原来 的 形式 ,对 应 于 Ra 有 
y, = €050x, + sinr, 
e y= — sinĝr, + cosOx,, 


y; = xj, i = 3, 4, ea, 8 d 2, 


其 次 对 应 于 


1 0-:-0 
0 0 1 : 0 
: "o: [| 
0 >. 1 
(一 1)” 0 0 
我 们 有 
u,72e,, U = —2e,, y, = CC €i, 
u-— a. a-b-c-d-L, 
2 | A 
BD | 
一 1 
h — 4x, 十 xx +1’? 
2xj4 
i = 一 一 一 一 -一 一 一 = 2, 3, 3 5. 
T e, d- xx! tl’? > 
而 对 应 于 HC), 我 们 有 
y, 一 ( cos hd)x, 
l TT , 
( sin hep )x, + za — cos hp)xx' + (1 十 cos hd) 
y = zi 


——————— 
( sin Aj )x, + ns — cos ho )xx' + " (1 + coshQ) 
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=.. - 吓 一 


上 上 一- 一 


( sin Aj) x, + ja 一 cosAd)xx' + " (1 + cosAo) 


$3. 正 交 相似 
为 了 便于 引进 和 解决 Lorentz 相似 的 问题 ， 我 们 重复 一 
于 正 交 相似 的 概念 和 处 理 方 法 . 
我 们 现在 考虑 x 行列 的 正 交 方 阵 , 也 就 是 著 虑 适合 于 
TT’= 1 | (1) 
的 实 方 阵 T, | 
命 4,B 是 两 个 正 交 方 阵 , 如 果 有 一 个 正 交 方 阵 TT 存在 使 
TAT^?^- B, =- (2) 
则 1 B 称 为 正 交 相似 ， 


交 相 似 的 几何 意义 是 : 在 一 个 正 交 系统 有 一 个 正 交 恋 
换 A, pore" 系统 , 它 和 原 系 统 关系 为 了 , 则 在 新 系 
统 下 ,这 正 交 变换 的 方 阵 是 了 47-: 
最 熟悉 的 例子 是 ”=3.。 任 何 一 个 行列 式 等 于 1 的 正 交 变 
奖 一 定 避 以 选择 系统 使 它 变 为 绕 * 轴 的 旋转 ,也 就 是 有 了 使 
| cos@ sinO 0 
TAT- = 二 sin cosQ 0 ) 
0 0 1 
我 们 现在 将 证 明 , 任 何 一 个 正 交 方 阵 一 定 正 交 相 似 于 
cos Q, sinO\ , /cosQ, sin 0; 
(_ sin 0, sg (C sin 0; 0) 
, . /«osQ, sin 0, 
TU (- sin 0, 0.) 
于 1 二 十 于 ( 一 十 二 (一 D， (3) 
这 儿 0 «0, 0, & 0, < 2m, 
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这 是 熟知 的 结果 ， 但 我 们 依旧 写 下 它 的 证 明 作为 今后 的 
IRE. 
(1) 先 证 : 有 了 几 个 互相 正 交 的 单位 和 失 量 
Vis 17 y Dr. ic <m), 
B 


U;U; ™ Õis 
RT EE STDUIS E—4 P sa, BD 
O Urti 一 0, vtr 77 d, MEME 
这 证 明 是 十 分 简单 的 。 取 一 与 wx …，% 线 性 无 关 的 矢 
"P fig | | 
200 Merga T oT 0CQUqUUO t 1 * 77 C6,U,, C, ™ V0, 
RRRA 
Uppity | uu, Tm em O 
由 于 8i 非 0 矢量 ,所 以 


DA ~ P 7 0, 
i MA = 9 frr e =) 所 求 . | 
— 《2) 正 交 方 阵 的 特征 根 的 绝对 值 等 于 1. 


WR /是 4 的 特征 根 则 其 对 应 的 特征 矢量 是 z, 
zd = Àz, . 


由 于 4 是 实 方 阵 , 所 以 
m z4 = jz, 
x. ] 
zz = zAA' Z = dA|?ez', 
而 zz 关 0, 因此 FIL 一 l, 
(3) 如 果 4 AARE eC x 1), 而 
zA = eg, 


把 zs 分 为 虚实 部 分 z 二 x + yi, 则 
xd = cosQx — sinOy, yA 一 singx 十 cos0y ， 


即 


x cosð — sinÓ X 
()47( C). 
y sin 8 cos Q y 


一 行 二 列 的 方 阵 
OO -G u-G 
是 定 正 的 ,而 且 


QUO - O0 
C OO C L9. 


( P) (T (C (m — sin OQ 
i u — sinO  cosQ t u /.*sinO cos - 


由 此 推 得 :一 0,: 一 ww。 他 


1 
x v, = 


1 
Je” Se” 
Da (Zo AC) 
而 s, v; RERAEIEAZIS LR ALACRE. 
由 Q5 可 以 作 一 方 阵 工 以 vi, v; 为 其 第 一 、 一 行 ， m 


BL 


cos — sinÓ ag -*' aim 
sin 6 COSÜÓ dz *** azm 
TAT” = TAT = da 04g Aa 777 azm 
ami Um Gu 7 17 amm 
727 UN cos — sin8 . » 
(iat (7)4(7) -(. )), E TAT ff 
V2 U; snO |. cosQ 


正 交 性 可 得 
0 一 一 一 一 0 
d= 0， 
用 归纳 法 即 得 所 求证 的 结果 . 
(4) 如 果 和 4 有 1 为 特征 根 , 命 * 是 其 对 应 的 特征 天 量 , 即 
xd -—x, 
不 妨 假 定 xx' = 1, 作 一 以 * 为 第 一 行 的 正 交 方 阵 T , 则 
1 0 c 0 


0 A2 ttt Amm 
同 法 处 理 4 有 一 1 为 特征 根 的 情况 . 
附 记 二 正 交 方 阵 正 交 相 似 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 它们 
有 相同 的 特征 多 项 式 ， | 


$ 4， 关 于 非 定 正二 次 型 
先 证 明 与 二 次 型 
好 十 … 十 好 -一 2 一 2PFx 一 [1，…… 1, 一 1 
有 关 的 几 个 容易 的 结果 . 
(1) 不 能 有 两 个 线性 无 关 的 矢量 y, x 对 任何 %, & 常 使 
(Ay + uz) F (ày + uz) =0, — 


BI 
MyFy + 20ny Fz + wzFz 一 0， 
RI | 
yFy'—0, yFz'—0, zFz'-0, 
BI 


yi d *** + ys = ym, 
z? -p + + zž = 225, 


yigy F eee A Ymm- 一 Ymm 


由 此 推 得 
Qi o XO GR b ha) 


— Cyizi 十 十 Ymm) = 0, 
Ell 


20 (ug; — yz;y = 0, 


i<j 
35 y, z MEF JR. 
(2). Gp Pj — l Tm ARIER C1 < m), Wil 
PFP' 
的 标签 中 最 多 只 有 一 个 负 号 . 
PFP 是 一 ! 行 2 列 的 方 阵 , 如 有 果 标 签 中 有 两 个 负 号 ， 即 
有 0Q8( 一 9”) 使 


一 1 
QPFP'Q' = | 一 ! | 


f OP 的 第 一 ,第 二 行 是 Ys Z3 则 

yFy — —1, zFz— 1, yF 一 0. 
m-—1 m—1 m~i , 
Dy = yl, 2jUu—sh—1l, D,» 一 soyms 
i=j i=l i=] 
即 


(3 9*1) (3 41)- (3 ya) ， 
同 法 这 是 不 可 能 的 . 
(3) 以 上 的 证 朋 方 法 实质 上 给 出 了 以 下 的 结果 ， 
如 果 P 的 秩 等 于 1,， 则 
l PFP' 
的 标签 只 有 以 下 三 种 可 能 性 : 
(i) 定 正 , 如 7 个 十 1; 
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Gi) 半 定 正 ; 即 :一 1 个 +1, 一 个 0; 
Cii) 非 定 正 ; 即 7 — 1 ^8 +1, 一 个 一 1; 


向 无 其 他 的 可 能 性 , 
$5. Lorentz 相 似 
在 以 下 几 节 中 命 | | 
Jeto 0 s 
F = ( 0 一 1 )- (1) 
适合 于 | 
TFT'—F 


的 方 阵 简称 为 Lorentz 方 阵 ， 

命 4, B 是 两 个 Lorentz HE, 如 果 有 一 Lorentz HRE T {E 

TAT™! =B, (2) 

Nj 4,B 称 为 Lorentz 相似 . 

我 们 将 证 明 ， 任何 一 个 Lorentz 方 阵 一 定 Lorentz 等 价 
于 以 下 六 种 类 型 的 方 阵 的 直 和 : 

cOSÜ. sin coSs hp, — sinpb 
— sinô, so] *ti,—1 vM y) 


| 0 3 2/2 /0 —3 =W 2 
—i 0 0 |, E || 7 
0 2/2 3 0 一 2 2 —3 


但 最 后 三 种 总 共 只 能 出 现 一 次 . 
(1) 在 证 明 这 结果 之 前 先 证 明 : 
pup PERSE 适合 于 
| v;Fv, = Bg, i j=l, e,r, 
则 可 以 添 一 w+ 使 | 
Uu Fv; = 0, ) 一 1， ttt. T3 


及 


Li - 
Vra vr 一 一 1。 


. Lo P ———— 


命 


Uyi = 0, — AT 0t ho AV caF vs, 
则 
再 看 


uL yu Fo, 一 copFo 一 加 一 0. 


uL Ftp = e Fe, — 2 y» A,e,Fv, 十 5 À;À; v; Fo; 


vlt bj 


一 一 1 一 2>) 及 十 > 及 一 一 1 一 六 一 0， 
vn = tpp / 1 HAt. 4-5 
即 合 所 求 . | 
如 果 > T1 «n, MÆRE wo 使 


OwQuFv,7 0, v—1,2,--:,r7 4-1 


及 
2r+2 开 or 77 1l, 
H—5S5n,:::.v55 线性 无 关 的 矢量 w, 作 


ri+l 
Vu -一 y — > Aaly, » == uFv,, T = —uFv, 
=i (v 21,-:-:*,7r . 
则 


u, 2 F v, 一 0， y-],-::*,r-4d-l, 
n 


, 
i o F tr S 0, 


则 


, 


t, u, 

t u 

lrF| - J=, 1,1], 
Uv Hra 


由 $4 可 知 这 是 不 可 能 的 . wO 
Vry T ar/ M hrp F PANE 9 
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即 得 所 证 ， 
(2) 4 不 能 有 绝对 值 关于 的 复 特 征 根 . ^ — 
WR pelo +1,0 #0 或 x) 是 一 特征 根 ， 而 z 是 对 应 
的 特征 矢量 , 则 
zA = pe”rz, 
由 于 | 
zF? = AFAR = p'sF3’, 
EK p 声 1, 所 以 | 
zFz = 0, 
记 z xd yi, 则 得 
rFx + yFy —0, xFy'-0. (1) 
又 由 于 


pi 


| 4-FA"'F, 
所 以 = 一 。 ”也 是 特征 根 ， 它 的 特征 矢量 是 w= u + iv, B 


wA 一 一 — tU 
o E >’? 
同样 有 EE l : 
uFu'--vFvy' 0, uF 一 0. (2) 
zFw = zAF A'w' = e" Fyp', 
所 以 
zFw 一 0， 
RE | 
xFu + yF =0, xFw —yFu' 一 0 (3). 
总 之 ,得 到 
x x a 0 C d 
y 0 — a d 一 c 
F = 
u u c d b 0 
U v d —«€ 0 —6b 
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in a 关 0, W 


E a 0 € d 
I | Ü 
0 一 4 d — cç 
c —dN/a 0.7 
-( )( ) I c d b 0 
d c/ ‘0 一 4 | 
d 一 C 0 —b 
; a 0 0 0 
I 0 
0 —a 0 0 
x c —dA ja O = | | , 
-G 26-7] | 95 > 
d c/ SO —a 
0 * —p 


一 一 一 一 一 ， 
a 


它 是 一 个 有 两 个 负 号 的 对 称 方 阵 ， 当 a 一 0 时， 也 显然 可 见 
EPERRA- TH GUSTOS ES, 由 $4 的 结果 知道 这 是 
不 可 能 的 ， 

M 如 果 了 有 - 实 特征 根 LÆ t1, HFA” = FAF, 


所 以 一 也 是 一 个 特征 根 ,各 对 应 一 个 特征 矢量 x 5 y, 即 


xA = àr, yd n y. 


由 | E 
ovcEFEx! = A xAFA'x! 一 Mr 
可 知 | | 
xFx = 0, 
2 yFy = Q, 


GO a 
H a= 0, 由 $ 4 知 其 不 可 能 . 取 二 代为 新 的 *, 则 得 


xFx = yFy 一 0， xFy =li, 
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ll 13 1 i 
V2 V2 V2 x2 
A - 
V2 V2 V2 42 
命 
1 1 
V2 V2 X U 
| 7a 0-0 
V2 V2 
T : 0 
d da - 
y V2 V2 x 
ae A 
V2 2^ 
do da Qs 
V2 x 
L2 zl Jo) 
/2 42 
(don a f Je MI B 
2 V2 2 X2 


& o T À75 = cosho, Vil 
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(^) J= (75 hb sin e) ( r 
V2 sin Ap coshp/ Ny» 
ti AN 1 0 
GC) TG a) 
v. Ü; 0 -—1 


存在 一 Lorentz JE T, 以 vi、 v; 为 其 最 后 二 行 , 如 此 则 得 
Bus, Ats, tw 0, 0 
TAT™ =| an- Gm-29 ^ " s Ame? m25 0, 0 
0 0，……。 0, cos hb, sin ho 
0, 0, 15,4 0, sin Ao, coshp /, 
IX JU Caj hici iem 是 一 正 交 方 阵 ， 
(4) 如 果 4 有 一 绝对 值 等 于 1 的 复 根 , 则 与 $3 同 法 可 以 
证 明 存 在 一 个 Lorenz 方 阵 了 使 | 
/ cosb sinO 0 :: 0 
—sinÓ cosg 0 … 0 
TAT^ = 0 0 da *'* dm |, 
0 0 d m3 “Amm 


IX JL Ca; iJi. j«&m 是 一 个 m — 2 行列 的 Lorentz 方 阵 . 
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由 上 节 的 结果 可 知 : 所 留待 研究 的 情况 是 4 仅 以 十 1 与 
一 1 为 特征 根 的 情况 . 
假定 1 是 4 的 特征 根 ,而 * 是 其 对 应 的 特征 矢量 , 即 
”YA4 7 x. | (1) 
0) 假定 有 一 个 适合 于 (1) 的 矢量 使 


xFx' 2 0, 
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不 护 假定 Fz 一 1， 取 以 * 为 第 一 行 的 Lorentz HE T, fü 
rr 
0 4/7 
这 上 儿 A, E m 一 1 工行 列 的 Lorentz HE. | 
(QD 假定 有 一 个 适合 于 (1) 的 矢量 使 
xFx' <0, 
不 妨 假定 zFx' = 一 1， 取 一 个 以 x 为 末 行 的 Lorenz 方 阵 
T, Bj 
A, 0 
TAT” = ý » )， 
这 儿 4, 是 一 个 m 一 1 行列 的 正 交 方 阵 . 
(3) 主要 难点 在 于 处 理 所 有 使 xA =x 的 矢量 * x 都 使 
x*Fx’ 一 0 的 情况 . | 
如 果 有 两 个 线性 无 关 的 x*,y 使 
xd =x, XxFx 一 0， 


yA=y, yFy =0, — (2) 
由 于 | | 


所 以 也 有 


(Ax 十 py)A = Àx + py, 


(Ax + uy) FCÀx + nyy = 0, 
xFy = 0, 


GG) -G o} 
由 $ 4 的 结果 知 其 不 可 能 . o | 
因此 只 有 一 个 矢量 《相差 一 EUR) = 使 vd 一 
xFx' = 0. 
(4) 如 果 4 有 一 个 特征 根 一 1, 假定 


zd = —z, 
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如 果 Fe s^ 0, WA (1)、(2) 的 同 法 解决 问题 ， 如 果 sFz = = 
0, sli | 

xFz = xAFAz = —xFz, 
由 xFz = 0, Bu 


这 是 不 可 能 的 ， | 

(5) 由 (3) 及 (4) 可 知 现在 仅 需 研究 的 是 4 仅 以 十 1( 或 
一 1) 为 特征 根 , 而 且 只 有 一 个 线性 无 关 的 矢量 以 1 为 特征 根 
的 (也 就 是 它 的 Jordan 标准 形 是 


i 0 0 :… 
1 1 0 
0 1 1 


[ E * E 97 9 à 9 E * 9 9» 


的 )， 当 m 之 2, 还 有 矢量 y 使 | 
a yASyte (3) 
P | 


yFy = yAFA’y Gt Pt yy = yFy' 十 2xFy', 
即 得 


| eas Fy .= 0, | i | | (4) 


x xn” 0 0 

0 GG) TG. ue) e» 

因此 yFy'— 4750, 如 果 m =a, 则 《5 的 左边 非 奇 漠 的 ， 因 

而 也 不 可 能 , 所 以 2 3, 

即 还 有 一 天 量 z 使 
zA =z +y, | | (6) 
zFy = zAFA'y! = (z+ y) FCy + xY 
| "zzFy-cb yFy + zFEx, | 
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可 得 


| xFz = — yFy' — a, (7) 
又 由 | 


zFz = gsAFA’s =(z + y)Flz c yy 
= gFg + 2yFz + yFy, 


可 得 
yFz = — Š yFy = a, 
因此 得 出 
0 0 a 
T ~ 0 a 一 上 。 | 
y|Fi»i-— 2 ][|,b-zFz. C8) 
QUA. LC 
74 b 
WRES AXE vo iE 
wA = wt z, (9) 
则 由 


xFw = xAF A' ul 一 xF(w + yY -—xFw'--xFs', 
BU xFs'—0, x 52250 相 矛 盾 。 因此 mw = 3, 而 


x 1 0 Q x | 
e)a- 1 jJ) (10) 
z 0 1 1 z 


(6) RREZ ERRI G), 它 的 行列 式 等 于 
—aX 79 0), 它 是 十 1, 十 1, 一 1 型 的 二 次 型 ,因此 es > 0. 命 


1 1 
zx* = x, y* = —y 
AJ a > AAA a , 
zz 一 上 (zz 1 一 之 


^a 2a' 
则 | 
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JE 1 和 Pak 一 一 二 
2 

及 
z* Fz" 一 - t (2AxFz' + zFz) = 1 


/ a Va 
男 一 方面 依然 有 
x* 1 0 0 x* 
J-E e 
z" 0 1 1/ \z* 


BÄ k 号 ,不 妨 假定 , 我 们 原来 的 a =1, b 一 0. 总 之 , 我 们 


(—2aA4- 5) = 0, 


有 
0 0 —1 
x xA 1 EM 
eb 一 0 2 (11) 
z 2 1 | 
2 
x 1 0 OV/x 
| -| 1 ) 
多 0 1 1 z 
不 难 直 接 验算 : 命 
V2 一 W2 =? 
p 0 —42 —1 
V2 V2 —À 
EE 8 4 
fii u | 
0 3 W2 1 0 0 
|^ 0 o=: l ] 
0 W2 3 0 1 


nig 


x [41 0 0 x 
re 小 1 jJ 
| z \0 1 L z j 
| s 0 3 2/2 | 
[7 0 jJ 
0 2/2 3 
而 且 


l x /x d 
rer- zef) 
z z 


= pa] 2 jP eF, 


即 得 所 证 . 〈 同 法 处 理 特 征 根 等 于 一 1 的 情况 .) 


$7. Lorentz 相似 的 标准 型 
总 之 ， 任 何 一 个 Lorentz 方 阵 一 定 相似 于 以 下 四 种 形式 
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之 一 : 
) cos 0, sin A) . . cos 0, " sin e) 
| . — sinO, | cosQ, — sinG,, cos0， 
十 1 于 …' 寺 1 二 (一 1) 十 .… 十 (一 1) 十 ( 士 1)， 
-r a 


cos Q in cosQ,.  sinÓO, 
ON a N+ ) 


Ribes Rib Died cnD 
7 个 5 个 


0 3 22 
(^ 0 J 
^N o22/2. 3/ | 


cosg， sin6bN ， . cos0,  sinO, 
(c) ( ) 于 十 (_ ) 


. e 
— sin,  cosQ, — sinĝ,, cosQ, 


— sinO, cosĝ,/ sin0, cos8,/ - 
4 1 to 十 1 十 DEUM 

0 -3 =W 2 
| 1 0 J 

0 一 2V2 一 3 


- cosO， sinON\ . cosĝ, sin, 
qe (. sin 0, 2o) vs C sin 8, "i 
二 十 二 二 (一 1) 寺 … 十 (一 1) 
14 . s^ 
. (hn e Y 
sing  cosAd/" 
注意: 与 正 交 方 阵 不 同 之 处 在 于 : 正 交 方 阵 的 相似 性 可 
以 完全 由 特征 方 阵 来 决定 ,但 Lorentz 方 阵 则 不 能 ,不 但 不 能 
由 特征 方 阵 来 决定 ,而 且 不 能 由 初等 因子 来 决定 ,除去 初等 因 
子 之 外 ,还 必须 看 其 右 下 角 元 素 的 符号 ， 即 不 难 证 明 : Lorentz 
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方 阵 Lorentz 相似 的 必要 且 充 分 条 件 是 它们 有 相同 的 初等 因 
子 , 而 且 右 下 角 的 元 素 同 号 . 

也 不 难 证 明 Lorentz 方 阵 对 应 于 非 +1 的 特征 根 的 初等 
因子 都 是 单 的 ,而 等 于 土 1 时 也 仅 有 一 次 ,三 次 两 种 可 能 性 . 


$8. 对 合 变 换 


定义 ”一 个 2 士 2 阶 的 Lorentz Zi P 4, 若 适 合 
A = pl, p™= öp ED, (1) 
则 称 为 对 合 . 
EH T det? = 1, 所 以 o 呈 一 1, 因此 po 一 1 
MESS ADM E Lorenz 方 阵 Lorentz 相似 于 标准 型 
[1], =, 1, —1, 5, —1, + 1], (2) 
所 以 下 面 两 类 对 合 Lorenz 方 阵 有 其 基本 的 重要 性 : 
(i) Lorentz 相似 于 | 
[—1,1:,1, 1,1] | (3) 
的 对 合 Lorentz 方 阵 , 称 为 照 镜 , 空 间 对 称 ; 
(ii) Lorentz 相似 于 
ll, …1, 1, —1] (4 
的 对 合 Lorentz 方 阵 , 称 为 反 滨 ,时 间 对 称 . 
其 基本 重要 性 在 于 其 他 的 对 合 都 是 由 有 限 个 相互 可 交换 
的 属于 G), Gi 的 对 合 相 乘 而 得 到 ， 同 时 形 如 C) 和 (ii) 的 
对 合 互 不 Lorentz 相似 ， 
现在 来 定 出 照 镜 和 有 反 演 的 一 般 形 式 : 
G) 由 于 对 任 一 照 镜 4 ,存在 Lorentz Jj B P, 使 得 
PAP! = nds *1,1,1] =I —2[1,0, ---,0], 
所 以 
A -—I1—2P7[1,0, -::,0]P, 
然而 由 PE Lodo PJAIP^ = KPF, 代 人 有 
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A-—-1—2[1,::1,—1]P (1, .1 一 [1.0 0] 
XP-—I-—2[1,-:::,1, —1lp p, 
其 中 是 P 的 第 一 个 行 向 量 , 由 于 PE Laros EX pPFp — 1, 
所 以 照 镜 的 一 般 形 式 为 : 
A=[—2Fpp, pFp =l. (5) 
(i》 由 于 对 任 一 反 演 4, 存 在 Lorentz 方 阵 P, 使 得 
PAP = [1,……:,1,—1] = I —2[0, :--,0,1], 
所 以 
A —1—2P?1[0,:-*,0, 1]P, 
HFP” = FPF, 代入 可 知 
A =I +2FP[0, --,0, 1]P =I 9 2744, 
其 中 9 是 PF 的 n 填 2 个 行 向 量 , 由 于 PE Lnti,,， 故 4F9 = 
一 1, 所 以 反 演 的 一 般 形 式 为 
4 一 十 25Fdqq，9F9 = —1, (6) 
对 任 一 对 合 Lorentz 方 阵 4 利用 (1.3) 得 到 方 阵 
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我 们 称 变形 
Cy, yy 1) = p(x, xx', 10M (8) 
为 对 合 . 234 4 是 照 镜 时 , 对 合 (8) 称 为 照 镜 , 当 4 是 反 六 时 ， 
对 合 (8) EOS LOI. 


照 镜 的 标准 型 为 
Yi T Tis Y: T Xa. 777, Yn 7 Tso (9) 
反 演 的 标准 型 为 
E y = 一 一. (10) 
xx 
前 者 由 于 
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所 以 


所 以 
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第 五 讲 球 几 何 的 基本 定理 
“一 一 兼 论 狭义 相对 论 的 基本 定理 
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1946 年 作者 研究 矩阵 几何 学 时 ， 用 了 一 个 方法 ， 这 方法 可 
以 用 来 处 理 n 维 球 空间 的 基本 定理 ， 也 就 是 用 球 相 切 性 可 以 
推出 球 几何 学 的 基本 定理 ， 也 就 是 不 必用 变换 的 解析 性 ,甚至 
连续 性 ,就 可 以 推导 出 其 变换 群 是 球 几何 学 的 Lie 群 .Laguerre 
这 儿 具 讲 三 维 空间 的 球 几 何 学 ， 其 原因 是 一 方面 比较 具 
体 ,易于 接受 , 另 一 方面 企图 使 这 一 成 果 能 为 一 些 物 理工 作者 
所 注意 。 实 质 上 三 维 的 球 几 何 学 就 是 狭义 相对 论 的 另 一 表达 
形式 ， 和 而 这 点 往往 未 被 认识 。 例如，1961 Æ, B. A. Pok 
写 的 “Teoprn rpocrpaHcTBa, BpeMeHa H TATOTEHHA 一 书 (有 中 
译本 , 1965 年 科学 出 版 社 出 版 ), 书 中 仍旧 用 的 是 Riemann JL 
何 、 解 析 群 论 的 老路 子 ， 而 中 、 黄 、 WFR AREER 
意 到 这 一 点 ,而 加 以 应 有 的 注 记 . 

对 狭义 相对 论 来 说 , 原 有 两 个 假设 ， | 

(A) 相对 性 原理 中 要 求 匀 速 直线 运动 还 是 匀速 直线 运 
动 . | | 
(B) 光速 不 变 原 理 是 假设 光 以 常 速 。 作 直线 运动 . 
我 们 现在 处 理 的 方法 是 有 了 光速 不 变 原 理 ， 就 可 以 推出 
Lorentz 群 了 , 就 是 相对 性 原理 中 要 求 勺 速 直线 运动 还 是 匀速 
直线 运动 是 推论 而 不 是 假设 。 这 给 我 们 提供 了 方便 , 如 果 要 
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验证 或 推翻 上 述 二 点 ,只 要 用 实验 来 检验 光速 不 变性 就 够 了 . 
至 于 如 何 推 到 维 球 几何 学 及 一 般 Hermite 方 阵 几何 学 上 去 ， 
就 更 不 是 我 们 的 着 重点 了 . | 

我 们 讲 的 球 是 以 (x, y, 20 为 球 心 , 尺 为 半径 的 球 ， 如 果 
及 是 正 的 , 则 球 带 一 个 同 外 的 箭头 (图 1), 如 R 是 负 的 , 则 球 
各 一 向 内 的 第 头 (图 2). 


图 1 图 2 


两 球 相 切 的 条 件 是 它们 所 带 的 箭头 在 切 点 须 同 向 . 
两 球 C(x, Ys z, RJ, Qn, yi zi R) 相 切 的 条 件 是 | 
(x — x t Cy — y» t (4 — z)? 一 《R 一 i RY (1) 
当 R, R 是 同 号 时 是 内 切 , 寞 号 时 是 外 切 ， 即 如 图 3. 我 们 的 
蔷 几 何 学 就 是 以 球 为 元 素 所 形成 空间 的 几何 学 。 MEE 


图 3 


”用 二 行 二 列 的 Hermite 方 阵 
| | au [Rtz ycis 
H = ( y—iz R— .) 
表示 (x, y, 2) 为 中 心 , R 为 半径 的 球 , 则 相 切 条 件 C1) 就 是 
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R—R, z—3, y— y iG — n) 
»-7935 i(z — z), R—R — (x 一 xi) 
的 行列 式 为 0。 相 切 就 是 我 们 矩阵 几何 里 称 为 的 粘 切 。 我 们 
的 问题 是 找 出 使 二 行 二 列 Hermite 方 阵 一 一 变 为 Hermite E 
阵 保持 粘 切 关系 不 变 的 最 大 的 群 来， 
“ 改 为 相对 论 的 语言 ， 在 地 点 为 (x, y, z)， 时 间 为 £ 的 时 
空 点 ， 用 Hermite 方 阵 | 
(7 +x, iz ) 
y un T €t-—x 

KER. TR ERRANEN EE STATOR 
光速 . 

”不 象 bok 那样， 在 这 儿 仅 需 要 二 行 二 列 方 阵 运算 就 名 
T. 


$2. JANAT 
一 件 事 的 发 生 必 有 了 时 间 :， 必 有 地 点 〔x*, y, *), SPAR 
线 运动 可 以 表 成 为 
© E — xo = vt) Y — y= v(t) 

| . (x — z = vy — h). m | (1) 
这 是 沿 方 向 Vx: Uy: Vx» 依 速 度 : v = Aj i + v3 十 Dr 前 进 的 直 
线 匀 速 运动 ,而 当时 间 上 一 时 ,通过 《xo, Yos zo). 

将 (1) 改写 成 为 
( X —— xo = oT, 
y — yo = BT, 


4 — 2977 YT, 


一 oo <r< o. (2) 


t — h = ÔT. 
由 此 可 以 看 到 三 维 空间 的 匀速 直线 运动 (1) 与 四 维 空 间 的 直 
线 (2) 一 一 对 应 ， 
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由 四 维 空间 的 仿 射 几何 的 基本 定理 (AREAS BS. Ul 
Jc. 典型 群 (1962), 上 海 科 技 出 版 社 出 版 ), 可 以 知道 把 四 维 
空间 一 一 地 变 为 其 自己 ， 把 直线 变 为 直线 的 变形 一 定 是 仿 射 
变换 . 

如 果 引 进 无 穷 远 点 使 仿 射 空间 扩充 成 为 射影 空间 ， 则 由 
射影 几何 的 基本 定理 (参阅 典型 群 ) 可 知 所 定 出 的 变换 就 是 射 
影 变换 . 这 就 是 ok 书 中 附录 一 的 第 一 个 结论 。 XUL 
们 不 但 没有 要 求 变 换 有 三 阶 偏 微 商 的 条 件 ， 连 连续 性 都 未 假 
SÉ. . 

$3. Hermite 方 阵 的 几何 学 

以 下 如 不 特殊 声明 , 大 写字 母 4, B,C, 表 二 行 二 列 
的 复数 方 阵 ， 适 合 于 P = P' 的 方 阵 称 为 Hermite 方 阵 或 简称 
HHR. 显然 变换 | 

X* = AX + Xo, X, = X, (1) 
把 Hermite 方 阵 X 变 为 Hermite HE X*, 这 儿 44 是 可 逆 方 阵 . 
除 此 之 外 ,还 有 变换 o 
X*=— X, m È 
X* = X', - (3) 
| 两 个 妃 方 阵 XoXo 如果 X, — X,Z ERST 1, 则 Xs, X, 
称 为 粘 切 . 这 样 定义 是 为 了 更 方便 地 把 这 章 的 结果 推 到 = 行 
列 的 互 方 阵 ,现在 实际 上 就 是 | B 
|X, ~ X,| ~ 0, | 5) 
我 们 的 基本 定理 就 是 : WH 方 阵 变 为 H 方 阵 的 一 一 对 
应 , 且 保 持 粘 切 关系 不 变 的 变形 , 就 是 由 (1)、(2)、(3) 所 演 
成 的 群 . 5 
”我 们 现在 来 说 明 (1)、(2)、(3) 所 成 的 群 与 Lorentz 群 的 
关系 ,对 应 一 个 瓦 方 阵 
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| c£ -* y dt iz 
x-(7 7 aos) (9 
H—TXÉR 
( == (ct, X,» z). (7) 
f —^4- H HE X 92e Foz T — T AXE o Bude dA. 变换 
| X* XX, (8) 
就 对 应 于 平移 ， | 
w* = w + wo. (9) 
E UE RLREASUE: | 
X* = AXA' (10) 
及 (2),(3)、 它 们 所 对 应 的 线性 变换 就 是 
ooLCA), (11) 
对 (10) 取 行列 式 得 | 


o*[1, —1, —1, —1]o* 


= (9l 1, 一 1。 —1, —11e'|44l, 


oL|1, —1, —1, —1]L'w' 
= øll, —1, —1, —11e'| 44'l. 
因此 | 
= Lli, —1, —1, —11L . 
= |4A' 1, —1, —1, —11, (12) 
BD LCA)/14A'|* Æ Lorentz 变换 ， 但 须 注意 4 与 eA 代表 
同一 Lorentz 变换 ， 因此 不 妨 假定 | 
1 4| = 9? 7 0. 
当 4 一 of 时 ,所 对 应 的 变换 是 度量 变换 ， 因 此 ,4 一 oB, 而 
181 一 1， 而 两 个 4, 即 士 4, 对 应 于 同一 个 Lorentz 变换 及 
同一 个 度量 变换 .以 下 假设 141 = 1. 
现在 先 研究 一 些 特殊 的 4 55 LCA) 的 对 应 关系 : 


* 107 + 


(i) 4 一 
-d L( A) == 
即 统 > 轴 的 旋转 ， 
^ (d) 
L(A)=| 
即 绕 x 轴 的 旋转 . 
Gi) d = 
L(A) = 
RDSE ” 轴 的 旋转 ， 
(iv) A 
L(A) = 
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1 0 Q 0 
0 cos0 sin0 0 
0 —sin8 cosg 0 [| 
0 0 0 1 


1 0 0 0 
0 1 0. 0 
0 0 cosÜ sinô 
0 0 


— sin cosO 


cosh  sinhp 0 
sinhw cosh 0 
0 .0 l 
0 0 0 


这 就 是 双 曲 旋转 . 


(v) X* = X', 1* = 1, x" = x, y* = y, z* = — z, 
即 是 空间 反 演 . 
- 0 —1 
(vi) x*— — AX'A, A-( ); 
1 0 


g" 


即 是 时 间 反 演 ， 

由 于 COD, Gi), Gid, LCA) 演出 所 有 的 旋转 群 ， 而 4 党 
出 所 有 行列 式 为 1 的 西 群 ,因此 行列 式 为 1 的 西 群 的 土 U 5 
旋转 群 对 应 .〈D， (iD，(ii)，(v) 的 L(A4》 给 出 正 交 群 。 而 
(i), Gi), Gii), Gv) 的 LCAD 给 出 L+ 的 所 有 变换 。 G), Gi), 
(iii), Civ), Cv), (vi) EI LCAD 给 出 Lorentz 群 的 所 有 的 变换 ， 

这 明明 了 我 们 所 用 的 符号 与 狭义 相对 论 的 符号 的 一 臻 
EE. 即 用 我 们 符号 所 得 出 的 变 换 是 Lorentz 变换 ,而 且 是 全 部 
的 Lorentz 变换 .值得 一 提 的 是 由 C), Gi), Gii RAJ a DU 
的 是 二 维特 殊 U, 群 , 即 适合 UU' == 1, |U] = 1 的 UU 所 成 的 
群 ， 因 此 可 见 +U, 与 旋转 群 T 是 对 应 的 ， 

Ki. XHE— 4(14| = 1), 一 定 有 一 方 阵 PCIP = 1) 


PP 人 (人 S.) (*" 0 ) (! Jj 
0 emit’ 0 e730)’ 0 1 


各 得 出 在 Lorentz Et F, Lorentz 方 阵 的 标准 型 除 双 曲 变换 及 
旋转 外 还 有 一 种 ,这 就 是 第 四 章 $ 5 的 一 个 奇特 的 标准 型 . 但 
用 2 x 2 方 阵 就 特别 显著 了 ， 就 是 4 有 重 特征 根 而 且 初 等 因 
子 非 单 纯 的 ， 致 于 这 样 的 变换 的 相对 论 意义 这 是 作者 至 今 不 
能 了 解 的 ， 


— u k *.. x 
== txt = xr, y =y, 一 8 


使 
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我 们 的 基本 定理 的 物理 意义 是 “ 光 以 常 速 。 作 直线 运动 ” 
刻 划 了 Einstein 的 狭义 相对 论 . 实际 上 如 果 我 们 假定 消息 传 
递 有 上 界 ， 我 们 这 一 套数 学 工具 还 是 可 用 ， 今后 用 Xo, Xis 
Y, xj 来 替代 f, X,y,.5. o 


$4. 三 维 空间 中 使 单位 球 不 变 的 优 射 变换 


引 理 1 一 个 使 单位 球 不 变 的 仿 射 变换 一 定 是 正 交 变换 
(参阅 第 三 章 $ 1)， 
证 假定 
y= xA+b (1) 
是 一 个 这 样 的 变换 , 这 儿 x, y, b 是 三 维 矢量 ，4 是 三 行 三 列 
的 非 奇 异 方 阵 , (1) 把 单位 球 xa! 一 1 变 为 yy’ — 1， 
可 知 有 两 个 正 交 方 阵 T, T, 使 


4, 0 0 
DT,AT; = 0 À 0 ], À, > 0, 


0 0 AÀ 
因此 不 失 普遍 性 可 以 假定 
à 0 0 
| 0 0 h 
特别 取 单 位 球 上 的 点 
| xz 一 ( 工 一 与 ， 21 o), | 
14c-22 l-rP 
则 得 
I= yi tyit y= (a E a) 
2th à 
+ (A5- + h) + bi 
Bil 
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(1 -F 2Y 9 (A — 205 4 Ad ey 
十 Qi, 十 bY(1 t PY 4 31 十 PY, 
比较 : 的 系数 ,得 À;b 一 0, 即 得 e; = 0. 同 法 证 明 5b, b,--0, 
代入 后 再 比较 上 的 系数 ， 得 邓 一 1， 即 得 av — 1， 同 法 得 
à;— h= 1, 即 (1) 是 一 恒 等 变换 . 
为 了 将 来 引用 方便 ， 我 们 把 三 维 空间 及 则 体 运 动 群 写 成 
为 二 行 二 列 的 方 阵 形式 : i 
Xi, X4; 十 ix; 
x = (X, x, x,) € X -( — ix, e), 
即 三 维 空 间 的 一 后 (xi, 32, X3) 可 用 二 行 二 列 i 为 0 B H 3; ps 
表 出 来 . 
直线 | 
x= a+ ìb €» X 一 4 十 1 (~% «à < c), 
平面 ax = u €— tr( AX) = 2p, 
两 点 的 距离 的 平方 
(x — uYXx—uy «€» —|X —Ul. 

由 上 一 节 可 知 : 刚体 运动 群 | 
y= +b E [Y UXU + B, B'-—B, 
TT = 1,|r|=1 UU' — I, |. |U| — 1. 

注意 右边 如 与 一 0 代表 同一 变换 。 | 

BULBEUEULIIEGE ZERERIS E—R A 

Yi = Xj, Y2 = Xas y 一 — ax, 三 -> Y = X. 
所 以 欧 几 里 得 群 可 以 用 | | 

Y = UXU' +B 
RMY = X 来 表达 出 来 


$5. 粘 切 子 空间 
我 们 现在 回来 考虑 $ 3 中 所 提出 的 问题 ， 我 们 所 讨论 的 
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空间 是 四 维 时 空空 间 ， 也 就 是 所 有 的 二 行 二 列 的 妃 方 阵 所 成 
的 空间 ,这 空间 的 点 就 是 指 一 二 行 二 列 的 日 方 阵 ， 变 换 指 $3 
中 所 定义 的 仿 射 变换 。 我 们 将 用 粘 切 关系 来 定义 一 些 几 何 图 
X. 

定义 1 命 4, B 是 两 个 粘 切 的 点 ， 与 4，B 都 粘 切 的 
点 所 成 的 集合 称 为 粘 切 子 空间 ， 

定理 1 任 一 粘 切 子 空间 可 以 变 为 标准 型 

(^ y} 一 co <a < ©, (1) 
0 0 | 

也 就 是 说 ,在 仿 射 变换 下 , 粘 切 子 空间 成 一 可 递 集合 . 

证 经 仿 射 变换 ,不 妨 假 定 


-( 3), =à} °). 


fn 
a g 
x-(; .) a, y ER. 
由 粘 切 关系 
Il4L 一 XI 一 13 一 X 一 0， 
可 得 | 


ey —18l—0, |. (a— Dv — ip — 0, 
所 以 > 一 0,8 一 0。 即 得 所 证 . 
定理 2 两 个 不 同 的 粘 切 子 空间 Z, D 最 多 只 能 有 一 个 
公共 点 。 如果 有 一 个 公共 点 ,它们 可 同时 变 成 为 


a 0 
ài: ( ) 一 co «aq « O00, 
0 0 mE 
l 0 0 
Z ( ) 0 <b «00, 
0 b 


证 ”由 定义 ,不 同 的 粘 切 子 空间 不 可 能 有 两 个 公共 点 . 


Ci -— i o — 


假定 公共 点 是 0。 并 不 妨 假 定 其 一 已 经 是 标准 型 5，, 5， 
的 元 素 的 形式 一 定 是 


(CT ^s): 1360, d 7 0, (2) 
变换 | 
rax a) 
使 X, 不 变 , 但 把 《2) 变 为 
Gi Xu) a 7G up) 
这 和 0 获得 3,. 
定理 3 仅 有 一 公共 点 的 三 个 粘 切 子 空间 可 以 同时 变 为 
2: (. .): 一 oo «La < 00, 
22: (^ ,); -—oo« b < 00, 
Ès: a ,); 一 co «d «o. 


证 ”假定 其 中 的 两 个 已 经 变 成 标准 型 3。2 T. 在 X 
中 有 一 元 素 如 (2) 形 ， 其 *，# 都 不 能 为 0, 不 然 它 就 属于 I, 
B EX T. | 

变换 E 

v-(. 2)x(, a) 
使 5,, E; 不 变 , 而 把 《2) 变 为 | 
$7 sl? st ON ' 

a( 0 A) $1 mI a) -a ji 

即 得 定理 ， 
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$ 6. 空 相 平面 (或 二 维 空 相 子 空间 ) 、 
定义 1 命 马 与 3 是 两 个 仅 有 一 公共 点 的 粘 切 子 空间 ， 
MARRS 2 粘 切 ， 又 不 与 X, 粘 切 的 点 所 成 的 集合 定义 为 
二 维 空 相 子 空间 (或 空 相 平面 ). 
” ”定理 1 空 相 平面 是 可 递 的 ,其 标准 型 是 


0 ÊN 
(5 )) E Qi 
XX JL 8 过 所 有 的 复数 . 
证 不 妨 假 定 Z, 2 AS 5 定理 2 的 形式 


_/8 7 
x=—(, 9 ) 
是 空 相 平 面 中 的 一 点 ， 由 于 没有 a, b 能 使 
1 a —a a l pc | | 
E | = 0, 
8Bv-—b 


e 


8 "n Í 
所 以 x 一 “一 0。 即 得 所 证 . 
二 维 空 相 子 空间 的 一 般 形式 是 


oe n 
x -4(. ,)^ 十 了 = Q) 
X JL r 过 所 有 的 复数 . 


$T. € d 直线 

定义 ”两 个 不 同 的 空 相 平面 如 果 有 一 个 以 上 的 交点 ， 则 
交点 的 集合 称 为 一 条 空 相 直线 (或 一 纵 空 相 子 空间 )， 

定理 1 空 相 直线 有 以 下 的 标准 型 


(^ o) Loca (1) 
， — 900 co. 1 
e 0 P ， 
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cono COEM ron p i I AP a 
ie pp ee te r- r 


证 不 炉 假 定 其 一 空 相 平 面 就 是 
^o E 
(i .) 5 为 复数 . (2) 
另 一 由 $6 (2) 给 出 ， 其 两 个 公共 点 是 8 一刀 , ER. Dj 


变换 | 
(by GS). o» 

把 E. E EX E = 0 R E 一 p CEROC — & — 579). dB 

5 6 (2) 得 


0 ToN 一 | 
o7 4(. "二 十 B, (3) 
t, 0 
0 o, 0 nN- 
( ^)-4(. )an +B, (4) 
p 0 T, 0 


对 任 一 实数 p, 3) BL (1 一 5) 加 上 CO ELA, g 


"m 


即 可 知 (1) 是 两 空 相 平 面 的 相交 部 分 。 
再 证 明 (1) 之 外 无 其 它 的 点 ,如 还 有 一 5, GEXH), RI 


0 & 0 T; 一 ， 
" =al S)A +B, (5) 
对 任 一 复数 HP ARER 8， 使 E 一 85, a 是 实数 . (3) 
乘 以 1 一 a — 8, 加 上 (4) RA a/o 再 加 上 (5) RA 8, 得 
0 Š 
" 0 ) 
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0 | (—a-— 8)r,- 二 ti 十 BT: 
m — ^ AB, 
(1 一 wx 一 BD)Tro 十 P 十 Br 0 
MSZA D 全 同 ， 
IS 点 对 


” 依 14 一 BIEOIERUS 4，B 分 为 三 个 类 型 :能 有 因果 
关系 的 点 对 (或 称 双 曲 对 ); 粘 切 对 (或 称 抛物 对 ); 不 能 有 因果 
关系 的 点 对 (或 称 补 贺 对 ). 

定理 1 空 相 平 面 上 任意 二 点 都 无 因果 关系 . 
定理 2 在 仿 射 变换 下 , 任 一 双 曲 对 可 变 为 标准 型 


0 0 1 0 
(, 路 (, Ji 
任 一 抛物 对 可 变 为 标准 型 
0 0 1 0 
(o o) (, o): 
任 一 椭圆 对 可 变 为 标准 型 
0 0 0 1 
(, )) , a): 
定理 2 的 证 明 是 显然 的 , MEA. 虫 定 理 2 可 立即 推出 定 
理 1. 由 于 任何 两 个 有 因果 关系 的 点 都 可 以 同时 变 到 0, I 
如 在 同一 空 相 平面 上 , 即 有 . 
»- 4(.  )a +B, r=a(, $) 8. 
相 减 取 行 列 式 得 : 1 = 一 15 一 5.1?, 这 不 可 能 . 
定理 3 在 保持 粘 切 关系 的 一 一 对 应 之 下 ， 任 一 点 对 的 
类 型 不 变 ， 
证 扫 物 对 显然 变 为 抛物 对 ， 故 只 要 证 明 任 一 椭 贺 对 变 
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= 00 /01 
为 棋 贺 对 即 可 .不 仿 认 为 这 枯 贺 对 就 是 标准 型 (， ),( ，。 
这 二 点 的 连 线 是 空 相 直 线 ( ， 人 )， 一 co a oo. dm 
相 平面 变 为 空 相 平面 , 故 空 相 直 线 变 为 空 相 直 线 , 而 由 $7 定 
” 理 1 得 到 空 相 直线 的 一 般 形式 是 

4G DE + B,—o0-«p-« o0, 
pP 0 P | 

其 上 任意 两 点 显然 都 是 椭 贺 对 ， UETA EA E 
而 , 双 曲 对 也 一 定 变 为 双 曲 对 . 

$ 9 三 维 空 相 子 空间 


定义 1 在 空 相 平面 5; 外 ， 存在 一 点 P 5 S; 上 任何 一 点 
都 不 能 有 因果 关系 。 作 2 与 83 的 所 有 点 的 直线 ( 空 相 )。 这 
些 线 上 的 点 的 集合 称 为 三 维 空 相 了 于 空间 . 

定理 1 三 维 空 相 子 空间 的 标准 型 是 

Ui m ) 一 2 «x, x; x4 «00, (1) 


证 ”不妨 假 定 空 相 平面 5; 就 是 


| ( X} (2) 


&P-(7 ”) 是 5 外 之 一 点 ,变形 


0 
EE 
qo 0^ 


使 (2) RE. 而 把 P 变 为 


由 于 与 0 无 因果 关系 ,所 以 por。< 0. 再 由 变换 


1317 = 


e Ux cocum: up. diia p IR OUR EPI CRURA v o c Ri RI PERRA vm 7o - s NARI re E riri quA 


s MI JG 22 
P=, 2) (3) 
由 《2) 与 (3) 作 联 线 ， m 


(Up C 2) ta 一 由 (; a) 7 Cacus ut), 


可 以 假定 


$ 10. 基本 定理 的 证 明 
1. fü T3 是 一 个 三 维 空 相 子 空间 . fh P T. 外 的 一 点 ， 
我 们 有 一 仿 射 变换 把 = 变 为 
1a atir a 
( — ixy 一 和 ) | os £1) 
: I=( 0). O 


RERE: 不妨 先 假定 r 已 变 为 a). 命 - 


P 一 (> atin ) ded 
则 和 
ie Gt) 

把 (1) 变 为 自己 ,P 变 为 (2). | 


2. f 
Y= @(X) (3) 


J& — 4 16 H 2 Be 3E 29 H 25 Veg — —Ó08 I, fa ELO SHRSUALRR. 
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由 三 = 维 空 相 于 空间 的 定义 及 $ 8C 注 意 纯 由 粘 切 关系 得 来 的 ). 
因此 我 们 不 妨 假 定 


o X1 ”人 » im) 
»" -一 E — x i Yı 一 1 ys — Yı ° 


1 


这 样 的 子 空间 用 m 表 之 , 且 有 
PI) - I. (4) 
在 m 上 得 到 一 个 普通 的 三 维 空间 C tn a), KEE 
Bj, 其 中 的 平面 是 二 维 空 相 平 面 , 直线 必 是 一 维 空 相 子 空间 . 
由 仿 射 空间 的 基本 定理 ， 有 把 直线 变 为 直线 性 质 的 变换 就 是 
三 维 空间 的 仿 射 变换 .不 仅 如 此 ,由 于 粘 切 关系 


X, x, + odit, 
[ B (. — irn 一 加 ) 
这 仿 射 变换 还 要 保持 单位 球 不 变 . 0 | 
EH $ 3, $ 4 的 结果 知道 , 当 X, Y € ma 时 , 则 | 
Y —UXU', UU' — I, 


- 1] — (triti, 


3， 因 此 不 炉 假定 000 
os im, (ss, ce ) O 
一 般 的 点 
9) 
S m AUAUNA He 


= (x, +(x; yH Cas - 一 P | (6) 
由 (3) HALEF (OM i g, B BERAT 
y) = Cy, — ED! + (n — E? t (ys 一 BS (7) 
反之 亦 真 
Ta. HUE PA Š = + Xos $2 = Xa, 5 = n 适合 (6. 代 
人 和 人 《7)， 得 到 
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= (ui — x Ex) 4 (yi 一 x) + Cy — x. (8) 
由 于 对 土 号 都 对 ,所 以 | 

" — xi) = 0, 
BRN y, = x1。 同 法 证 明 x; = yi, x = Ji E xo = + yo, 因此 
得 出 结论 E | 
e( Xo 十 xj, x; + i) -( Exot ri xX; 十 =, (9) 


Xi; — iX, Xo — xi X;—— ix d xg — x, 


NIAE HT. 
4. 我 们 已 经 知道 9(I) — I, 我 们 再 证 8 也 使 
1+4 ON 1+2 + 这 2 | 
(, DE > aca (10) 
不 变 。 由 C9) 可 知 如 果 它 变 , 只 能 变 为 
一 (1 + 2) 十 之 0 
2 2 | (7! 0 
— 2\— 2 0 一 1 一 12/ 
0 (1 4 3 2 
它 不 和 了 工 粘 切 。 同 法 , @ 也 使 
1 0 
(o »» an 
不 变 ， | : 
再 证 , @ 也 使 
( T! 0 ) 
0 lcu 
1 十 Ia Fu) PO —p) 0 
一 | | | (12) 
0 litt- 


不 变 . ERAH (9) 它 只 能 变 到 
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-i-lOGc5c-lQG- 0 


-1 -l(u- 
0 -i-4GO t5 z-e) 


s 一 上 一 此 0 
-( 0 2a) 
5 (10) & (11) 粘 切 的 可 能 性 是 
(2 十 1 十 1pD(2 十 0) 一 0， (2 十 1 十 A6)(2 十 5) 一 0， 


即 仅 有 4 一 上 一 一 2, 及 4 十 4 一 一 2 两 个 例外 , 即 


一 1， 0 1 二 2 0 
0, a) 0 Laa) 
后 者 本 来 不 变 , 前 者 不 变 为 其 自己 , 则 变 为 D, 这 不 可 能 . D 


此 也 是 不 变 的 . 
5。 现 在 已 知 形 如 


A 0 y ty 0 
G 一 0 

的 方 阵 不 变 ， 考虑 一 般 的 情况 《9) ,由 于 对 任 一 方 阵 ,可 取 yo 
充分 大 ,使 Gn, — y)? — xi — x 2 0, AER y. tE 

(x, — y) = (x c y! b xi xi 
这 样 的 Yos Yı 不 能 使 

(— x, — yo)! = C, — y? c zi d xd 
成 立 ， 因 此 (9) 中 的 十 号 只 能 取 十 号 ,因此 每 一 元 素 都 不 变 。 

到 此 为 止 ， 我 们 多 次 用 了 仿 射 变换 ， 最 后 化 @ 为 恒 等 变 

换 , 也 就 是 原来 的 @ 是 仿 射 变换 . 


$11. 时空 几 何 的 基本 定理 


定理 1 一 个 把 时 空 点 变 为 时 空 点 的 一 一 对 应 ,而且 使 
行列 式 
|X, Xal E (1) 


不 变 , 一 定 是 Poincare 变换 : BD — 


| Y = cAXA' +B, |A| — 1, B' =B, 
‘Y=X. 

证 ”即使 (1) 不 变 ， 当然 就 是 粘 切 关系 不 变 . 因此 ， 
Y 一 oAXA' +B, 


E Y = oAX'A' +B. 
但 


li — Yi = eX, — Xa - 14 Pm gx, -X. i 
因此 ,得 p = x1. | 
定理 2 在 定理 1 的 假定 下 ， 再 吉 以 时 光 不 能 合流 ， 左 
旋 , 右 旋 的 旋 向 不 变 , 则 一 定 是 如 下 的 形式 m 
Y = AXA' + B, 
显然 还 可 有 : 因果 关系 不 变 是 光 进 不 变 的 推 沾 


$ 12. H 方 阵 的 射影 几何 学 


在 上 面 的 处 理 中 ,我 们 实际 上 有 一 个 无 言 的 约定 : “把 一 
个 有 限 的 在 方 阵 变 为 一 个 有 限 的 H 方 阵 "， 如 果 我 们 允许 有 
无 穷 远 的 互 方 阵 , 则 我 们 有 以 下 的 “五 方 阵 射影 几何 学 ”. 

首先 , 对 一 个 互 方 阵 ， 我 们 引进 “ 齐 性 坐标 ”， (og RE x 
RRA | 


X-—XSX. 0 (1) 
XL X, ,都 是 二 行 二 列 的 方 阵 ， 这 一 对 方 阵 一 
(X, X) | 
称 为 X 的 齐 性 坐标 。 由 于。 
X-X, 
Xi'X,— XX, BD XX; = XX.. :3) 
或 可 写成 为 
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46 IN 
Qt, X) Of; Xy = 0, 而 J 一 (_ ， 1 小 EO 


以 上 处 理 中 ， 我 们 当然 假定 了 , X, 是非 奇异 的 ， 同 时 ,对 所 有 | 
的 9,19| 关 0， 

| Q(X X:) = (OX,, OX) (5) 
代表 同一 个 X. 我 们 现在 扩充 这 一 概念 , 如 果 二 行 四 列 方 阵 
(2) 的 秩 等 于 2, 而 且 适 合 于 (4), 则 CX, X1) 称 为 一 Hermite 
对 ,或 简称 豆 对 .如 果 两 个 召 对 相差 一 因子 (如 (5))， 则 称 为 
等 价 。 由 等 价 关系 把 及 对 分 类 ,一 类 定义 一 点 ,所 有 这 样 定义 
出 来 的 点 称 为 形成 一 互 方 阵 的 射影 空间 . 


命 工 是 一 适合 于 2 
| TJT' =J (6) 
的 4 x 4 方 阵 , 则 Cot 
(Xf, X1) 一 oO, XT (7). 
称 为 射影 空间 的 一 个 变换 。 命 s 
V». 9 


划 E 

AB'.— BA', CD' = DE, AD — BC =], (9) 
表 成 非 齐 次 形式 , 则 变换 (7) 可 以 写成 为 

X* = XI3X* = (XIB + XD) (XA + XC) 

= (XB--D)?(XA-4- C)—-(A'X--C)CB'X D), (10) 
这 可 由 (9) 直接 验证 .而 |X,| 一 0 的 点 称 为 无 穷 远 处 的 点 . 
由 《10) 可 知 | 
X* — Y* — (XB + DXA +C) 
-- (A'Y + COCB'y 十 D)? 
= (XB + Dy?[CXA + CY(B'Y + D) 
(— (XB + DXA'Y + CBY + D~ 
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=a (XB + DX — Y)C(B'Y + DO, (11) 
因此 ， 粘 切 关 系 还 是 不 变 的 (如果 Xr, X7, Xo X; 都 是 有 限 
5). | | | 
对 齐 性 坐标 , 粘 切 条 件 可 以 写成 为 | 
| IG, X2JCY,, YD | = 0.. (12) 
我 们 可 以 证 明 
定理 1 把 日 方 阵 的 射影 空间 一 一 对 应 地 变 为 自己 ， 而 
且 使 烙 切 关系 (12) 不 变 的 变换 一 定 是 (7) 的 形式 所 成 的 群 ， 
TES (6), 再 添上 适合 于 
TJT'—-—J 
的 T, 还 有 变形 
(Xt, Xi uni (X, X). 
这 定理 的 证 明 从 略 ， 读 者 在 了 解 了 仿 射 几 何 的 基本 定理 
后 ,不 难 自 己 补 出 . 
qox 在 较 强 的 假定 下 ,不 必要 地 运用 偏 微分 方程 ( 波 前 方 _ 
程 ), 用 了 较 高 深 的 数学 工具 、， 获 得 同样 的 结论 。 这 群 他 称 之 
为 Mobius 变换 , 即 除去 已 方 阵 的 仿 射 变换 外 ,还 有 
xo [x;—ax)—2xi—2x1—23)1/11—2(0$1?—,x,— a,x,— 0x3) 
ck (ad — oi — o — o3)G — x1 — xi — 2i)]. 
运用 mE 
(** e, 0o; 十 CY 
0; — $0 0) — 0^. 
| m 1 (27 Q 一 02 一 n) 
Baad otio ad 
不 难 推 出 Móbius 变换 可 以 写成 (10) 的 形式 . 


; 13. 射影 变换 与 因果 关系 
值得 注意 的 是 以 下 的 特例 射影 变换 (Mobius 变换 ) 
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*_w//0 9 Ani 
x*-x((5 xen. 
1 0 | 

这 变换 把 0 变 为 0， 把 7 变 为 《。 — ). 即 把 因果 关系 的 原 
则 破坏 了 。 更 深刻 些 有 以 下 的 结果 : 

任何 一 个 带 有 分 母 的 变换 (10), 一 定 破坏 因果 关系 . 先 
证 明 一 个 引 理 . 

引 理 “ 命 及 是 一 给 定 的 日 方 阵 . 如 果 对 任 一 适合 于 
[X | 0 HHE, HA IHX 十 1| 2 0, MH — 0. 


证 “不 失去 普遍 性 ,可 取 妃 一 人， p ) (6242 0. 
我 们 说 如 果 理 天 0, 则 可 以 找到 一 个 x 一 《0。), imo. 
使 


|XBH+ I| = (aë + 1X8 4-1) « 0, 
若 (1) 8 二 0, WE E 为 充分 小 正 数 ,7 > is BT. 
(2) 8 一 0, WEGE < —1/o, <0 即 得 ” 
《3) mw o — 82 0, 则 可 取 s — 0, 
14-6 | 1-—6s 


§ = ~ "uu 分 一 


Cag + 1)C8 十 1) 

= [-(1 + 8)+1][-0 —65-r- 1] — ~e «0, 
现在 我 们 证 明 | 
定理 1 非 仿 射 变换 的 射影 变换 一 定 破 坏 因 果 关 系 。 
证 假定 这 一 变换 把 X,Y 变 为 X*, Y*, 则 
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X* — Y* = (XB+ D)(X — YB'Y + D~. 
仿 射 变换 可 以 把 任 一 点 变 为 0 我们 不 妒 假定 Y == Y* = 0.， 
因此 C 一 0. 因而 1D| 站 0， 上 式 变 为 
| X* = (XB + D)?^XD'3, 
于 是 四 
IX*| = [XB + D|?1]D'|^*|X| 
= IXBD' + I1|?|DD'|^xl. 
由 于 4 12 (9) 可 知 BD 是 一 已 方 阵 ,由 引 理 即 推出 定理 


$14. 附 记 


， 共 形变 换 的 度量 . 在 $12(11) Her Y ~>X, 则 得 微 
Amas, 
= (XB + D)4X(B'X 十 Da 

KEAR, 

dx* — dzx* — dx* — dx” | 

| = p(xo, Yi, X2, x) (dx 一 dri 一 dii 一 dx), | 
这 儿 o = |XB 4+ DI. 这 是 3UE 名 称 的 来 源 . 

2， 如 果 用 假定 (A》, 但 把 假定 C) RAXA 

(B^; 通过 任 一 观察 点 的 光速 不 变 ,也 就 是 光速 不 变 的 局 
部 性 . 


也 可 以 得 出 同样 的 结论 来 . 
命 仿 射 空 间 的 速度 矢量 为 (v, v;, v3). 其 变换 规律 是 
x* = 33 ;— 0, 1, 2, 3。 
ij=0 . . 
Tæ " 
ü d * ajo 十 »* av; 
ot = in $52 1,2,3 

| *o Go d- 2. doj; Vi 
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即 成 一 三 维 的 射影 空间 。 任 一 观察 点 ， 观察 到 光速 不 变 也 就 
是 使 

v) + vid j=l ' . (1) 
不 变 (光速 为 1), f C1) 不 变 也 就 是 对 所 有 的 适合 于 (1) 的 
Vis U2, Us TE 


(^ + > i) 一 3 aio 十 > sn. o 2 
ka= iLn= n= BH | 

(a X d01)? = > (aiot aa^. 
BÉ xc e BUR 


3 
dyfu 一 > d oO j1s 
i=l 


3 
ab + ah = D) ah + ah) 
i=l 


同 法 可 得 


3 
2Z0000 一 > G jo jj , 172,3. 
i=l] 


3 
a% 十 dj; 一 > (ajo 十 4j)» i 72,3. 
i=l 
因 之 ,得 到 


3 
Zah + È dy = ab — PLE j71,2,3. 


dofo 一 > RULET 一 0, 一 l, 2, 3, 


即 得 
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fg L= L“ EAF 
L[1, —1, —1, —1]L' = e[1, —1, —1, —1]. 
3， 所 有 小 于 光速 的 矢量 (n, vi, v? 成 一 空间 
vi d vi-4- vili, 
它 的 变换 群 就 是 2 中 所 提 到 的 群 。 在 第 七 讲 中 将 讲 二 维 的 相 
仿 的 空间 . 


8。 


第 六 讲 非 欧 几 何 学 


$ 1. 扩充 空间 的 几何 性 质 
前 已 说 明 我 们 所 讨论 的 群 G 是 由 以 下 的 变换 所 形成 的 : 


IT + xzxrv +o (1) 
xu, + xx'b td 


(同时 有 
yy 一 多 十 二) o 
记 , 
T ù 4 
M = | s, a j (3) 
v; € d 
适合 于 
MJM 一 J . (4) 
则 齐 次 座 标 就 是 
CE*, qr, m2) 一 plE, m, mM, (5) 
这 儿 M 是 使 
£P — m0 


不 变 的 变形 , 命 072 5 十 9 92 一 一 9 T5, 则 得 
E c — 6 0, 
EL s 除 之 , 则 得 一 个 > 十 1 维 的 单位 球 。 因 此 ,我 们 所 研究 的 
经 过 G 群 而 扩充 的 #4 维 的 空间 的 研究 与 使 x 十 1 维 空间 的 单 
位 球 不 变 的 球面 几何 学 是 等 价 的 ， 这 种 几何 我 们 将 来 研究 泥 
合 型 偏 微分 方程 再 谈 。 
这 就 是 把 复 平 面 与 球面 作对 应 的 球面 投影 法 的 推广 
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我 们 也 已 知 在 变形 G 下 球 分 三 类 : KAE. 而 且 它 们 
可 以 各 变 为 以 下 的 标准 型 : 

(i) xx = 1 (ZR), 

Gi) xx = 0 CARR), 

(ii) rx = —1 (ERR). | 

固定 一 个 球 称 为 绝对 ， 使 这 球 不 变 的 诸 变 换 成 一 群 以 五 
表 之 ,二 群 下 的 几何 学 称 为 非 欧 几何 学 ,对 应 于 《让 、Cii)、《 语 ) 
分 为 三 类 几何 学 : 双 曲 ,抛物 与 椭圆 . 


写 出 来 : | 
TT'— > Cuin, + wu) : = ， (6) 
Two, 一 = Cb + wia) = 0, (7) 
Tv, — Z Cuid + wc) — 0, EC 
vivi— ab = 0, 加 (95 
oo 一 二 xd 二 pb) 一 一 上 上 ^ aW 
2^5 2^ 
vaw 一 cd = D, 00V OIX 
Ei C4) 取道 ,得 到 
Ti 9 Qi. — 
M'^M-—J?, "=|0 0 一 2 | 
0 :一 2 Of | 
即 得 
| TT — 2(viv; + viv,) = I, (12) 
T'u, — 2(vic + va) = 0, (13) 
T'w—2(vd + vb) = 0, |)» (19 
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为 了 引用 (4) 式 方便 起 见 ， 我 们 把 它 它 所 包含 的 关系 基体 


i 


uu — 4ac = 0, | | (15) 


uu — 2(ad + be) = —2, (16) 
uj 一 46d = 0, (17) 
$2. dh a JL fr 3E 


这 是 使 一 个 点 球 不 变 的 群 下 所 定义 出 来 的 几何 学 ， 不 妨 
假定 这 点 是 * 一 oo, di (D) 可知 5 一 0, 再 由 《1.9) 55 
CEA: E 


MEE n = 0, th: 0, | (1) 
再 由 (1.57 得 | | 
TT 一 了 | (2) 
由 (1.16), ad = 1, BI 
| i n 
1 
再 由 (1.8) 可 知 i 
2 . 
E «pot. | (3) 
最 后 由 (1.15) 得 
4 ， a 
E = 7 Vh | (4) 


D, (2), (3. (4) FERET ERER, 即 
T Tw ON 


U; 4 vu d 
d 
即 得 抛物 几何 学 中 变形 的 一 般 形 式 
y= a(xT +v), (5) 
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Pian "ean unas on 


XJ EB EP C be Be) 


y —xT, 
平移 
y= 二 x 二 vy, 
及 放大 (及 缩小 ) 
y = ax 
所 组 成 的 . 
抛物 几何 学 的 确定 定义 是 : 


空间 : 所 有 的 有 限 点 . 
BÍ. 由 旋转 , 反 演 ,平移 与 放大 所 六 出 的 群 . 
如 果 除 去 放大 不 论 ,这 几何 就 是 # 维 的 欧 几 里 得 几何 ， 
我 们 不 深入 讨论 这 种 几何 学 . 
| 53. 椭圆 几 何 学 
虚 球 可 以 用 矢量 
(0; 1, 1) 
表 之 ， 我 们 的 群 是 由 适合 于 
(0; 1, 1) = oC0; 1, DM’ 
E32; FEM BrZB px RJ. 
换 变数 | 
7177 Wn 5, 717 —5 十 £5, 
我 们 把 M 换 成 为 N 它 使 
N[1,1, --,1, —1]N = [1, *-*, 1, 1], (D 
而 矢量 (0; 1, 1) 变 为 (s = 0, = 1) 
(0; 0, 1), 


(0, 0, ::*,0, 1)N — eC0, 0, °°, 0, 1). 


即 
因此 
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HOw = 0, d= ttl, K 
N,N, 一 了， 
这 Ni 就 是 + 1 行列 的 正 交 方 阵 . 
因此 , 椭圆 几何 就 是 ” 十 1 维 球面 上 的 几何 学 , 它 是 在 旋 
转 、` 反 沉 所 造成 的 群 工 的 几何 学 . 


TE 双 曲 几何 学 
AH 
(0, 51,05; 1, —1) 
代表 单位 球 ,我 们 的 群 是 由 适合 于 
(0, ***.,0, 1, —1) 一 p(0, 0, :*-,0,1, —15M' 


的 方 阵 M 所 组 成 的 ,也 就 是 由 适合 于 
u, = th (1) 
及 
a—b+c—d=s0 . (2) 


的 变形 所 组 成 的 , 这 也 可 以 从 (1.2) 中 取 xx = yy = 1 而 推 
H. | 
fig wu, = m = u, H (1.6) 可知 
TT' = I? 4 wu, (3) 
即 工 非 奇异 的 ,再 由 (1.7), C1.8) 得 出 
v = 1 (a + b)uT" , 
2 
1 (4) 
n= y C + dT, 
再 由 (1.9) 及 (3) 可 知 
i "T^ Tu = a 
即 (a + bPull + wu) -in = 4ab, 
(a + byuu (l + uu) = 4ab, 
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即 得 | MEM O 
(a — bYuu' = 4ab. (5) 
同 法 从 (1.10) 5 (1.11) 得 出 MEN 
[Ca — be — d) + 2]uu = —2 + 2(ad + be), (C6) 
(c — dYuu' = 4cd, (7) 
A C2, G), CO, CO 解 得 E 


adc (ELE I w), 


1 | 
一 < 一 了 了 (二 1 土 V Hd uv), 


u 一 0 的 情况 是 极 易 处 理 的 ,我 们 假定 v 70, 由 于 土 M 4 代表 
同一 变换 ,不 妨 假定 a 之 0, 即 


sd tlt VT) 
b= e= OEIL a) 


(8) 


青 由 
(a — b) — xx’) 
xu Txxbd-a 


可 知 把 单位 球 内 部 变 为 内 部 的 变化 是 
a -4-- 1-4 ww), 


b = cç = Out VA a), (9) 


也 就 是 MM 中 的 元 素 必 须 适合 (3), 而 vi, v), 4, b,c, dpa C4) 
EK (9) 表 出 之 . 
这 也 不 但 算出 了 这 一 和 群 的 参 变量 有 个， «BET, T 


A Eaa — 1 个 , 即 一 共有 T ala 十 1) 个 参数 人 正 交 方 阵 


1 — yy = 


5 


的 参数 等 于 二 Cm —1)). 
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总 之 , 群 G 内 使 单位 球 内 部 变 为 内 部 的 变形 可 以 写成 为 
xT 十 3 a4 xx ^W 1 Y aw aT | C10) 
(0 
xu 十 > (CI + xx/)A/. 1+ uw 十 = 0 — xr’) 


y = 


由 于 
«T^ = ul wu)*T = (+ ww)"uT, 
故 可 以 改写 为 | 
1 | il E 
: xk y trI + uu) ?u 
y = — — —À — Á— Án M0 
xu 十 > (1 十 xz)C1 + uu’)? + > (1 — xx') 


使 0 点 不 变 的 变形 是 w = 0 的 变形 , 即 -— 
y^xT, TT =], (11) 
因此 ,一 般 的 变形 确 是 由 第 一 章 中 所 讲 到 的 变形 所 演出 的 . 因 
为 任何 变换 可 能 把 « 变 为 0， 由 第 一 章 中 的 变换 能 把 < 变 为 
0, 因此 , 只 须 考虑 把 0 变 为 0 的 变换 的 一 般 形式 即 足 ， 而 它 
确 是 (10), 也 是 第 一 章 中 所 提起 过 的 ， 


$5. M 地 线 


定理 1 过 任 两 点 有 一 而 且 唯 一 的 一 条 测 地 线 。 具体 地 
V, du Xo, XQ 是 两 点 ， 则 沿 测 地 线 的 积分 
a/ dxdx' 
. x» 1—xx 
Eg, 其 他 的 都 大 于 它 . 

证 不 失 普 遍 性 , 可 取 x0— 0 及 如 一 (5，0，……， 
0)， 因 为 由 可 递 性 不 妨 假 定 w= 二 0, 又 行 一 旋转 可 以 假 
定 xz 一 (6，0，…，0)。 

el1i5. 


命 
x= x(t), Osx:sxl 
是 联 这 两 点 的 曲线 , 即 
x(0) 一 0, x(1) 一 (8, 0, -:-,0), 


则 积分 等 于 
p e uv? >f Fi P 
o Leri x» ?1— xi 
Ti"it Ti "time 
即 得 所 证 ， 
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第 七 讲 ”混合 型 偏 微分 方程 


从 二 维 出 发 ,但 熟悉 线性 代数 的 读者 可 以 直接 推 到 高 维 . 


$1. 实 射影 平面 
还 是 从 单位 圆 开始 , 先 研究 使 单位 圆 不 变 的 射影 变换 . 
我 们 所 讨论 的 群 是 由 使 
xT-5y «1l (1) 
变 为 其 自己 的 射影 变换 
x as Pix E By t e y h b by d c, (2) 
| ax + by + c3 ? ) asx 十 by c 
所 组 成 的 ,也 就 是 方 阵 
aq b Ci 
A = (^ b; ; 
gy b c 
是 满 秩 的 ,而 且 是 适合 于 


~ 1 0 0 1 0 0 
«(s 1 Jai 1 ] (3) 
0 0 一 1! 0 Q0 —1 
的 ,由 于 《2) 的 齐 次 性 , 不 妨 假 定 p = t1, 再 取 (3) 的 行列 


式 , 易 见 p 一 1, 今后 我 们 常 假定 o 一 1. 
这 个 群 记 作 了 , 是 由 以 下 的 一 些 元 素 所 演 成 的 : 


cosÓ sin 0 1 0 0 1 0 0 
—sinÓ cosü 0110 —1 0 10 coskọ sino 
0 0 1 0 0 1 0 sinh cosho 
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称 为 旋转 、 反 射 与 双 曲 旋转 或 者 更 具体 些 ,它们 可 以 号 成 为 


x, = xcosÓ 十 ysin 吕 ， 
i au a) 
y = — xsinO + ycos0, 
Xi x, | 
| ' (5) 
. y 一 — X. 
BOXE uC— icu, Ut 
[nc Y /0 an, (6) 
yı = Cy — X/Q — ny), 


或 
[ = x/(ysin Ad + coshi), 
| yi = (y coshd + sin kp)/Cy sin hp + cos Ab). 
现在 来 证 明 这 一 点 ， 在 4 的 左右 各 乘 以 一 个 类 型 .(4) 的 
方 阵 ,可 以 使 b&b — 2; — 0, 如 此 便 不 难 推 出 4 成 为 


1 0 0 
0 b cl],- 
0 b. E^ 


这 显然 是 (5) 与 (6) 的 乘积 。 

在 群 了 之 下 , 贺 内 一 点 可 以 变 为 其 中 的 任 一 点 ,要 证 明 这 
点 并 不 困难 ,首先 经 过 旋转 任 一 点 可 以 变 为 (0,4), (1.2405. 
3: A «— 1 时 ,可 以 由 (6) 变 为 (0,0) (SEE, 加 外 之 点 也 成 一 
HEREA). 

我 们 现在 研究 群 【下 的 微分 不 变量 ， 联 两 点 — e * 
dx, y + dy) 的 直线 是 

(x + dx, y + àdy), 
这 直线 与 单位 圆 的 交点 ,可 由 | 
—OQx + dxf + Cy + Adyy —1 

来 决定 , 即 | 
— M(dsz! + dy) + 2A(xdx + ydy) + à! + y^—1—90, : 
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这 式 于 的 判别 式 是 
— (xdx + ydyY — (dx + dy) 十 y! — 1), 
BI 
i (1 — y?)dx! + 2xydxdy + C1 — xy, 
这 建议 了 这 微分 二 次 型 可 能 是 一 个 共 变 量 ,实际 计算 ,这 的 确 
古 一 个 去 变量 ， mH. 
| (1 — yDdx! + 2xydxdy 4 a —' x*)dy! (A) 
Tap . yy p 

是 一 个 不 变量 

这 一 性 质 当然 可 以 从 交 比 推出 《 即 由 二 点 及 与 圆 的 二 交 
后 的 交 比 推出 ), 但 也 可 以 直接 证 之 如 下 : 

(A) 的 分 子 等 于 

- dx? + dy? — (ydx 一 20772， 

这 显然 是 经 旋转 与 反射 而 不 变 的 ,现在 进一步 证 明 , 它 经 (6) 


而 共 变 ， 

da = Lega ,yg 

' o d»— ay ** 7.0 — ayy > 
1 — 2 

dy, 一 一 一 上 一 dy 
2 © Apu” 
显然 可 见 | | 

dxi + dyi — (xıdyı — yid Y 一 —À—— [C1 一 u^) 
《1 uy) u 
X ((1 — uy)dx + uxdyj! + (1 — wYdyl | 
— LE (s — gy — (y — p) 


(1— uy) 
x t1— ds + uxdyjl 
~ 一 " [{(1 — uy)dr + uxdyy 
十 -a — #)dy? — {xdy — Cy — dx}’] 
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B0-uw [(1 — yDdx? 十 2xydxdy + (1 — x4y], 
(1 — uy) C7) 
7 


2l 
(1 — uy» 
— — "(Y (8) 


所 以 得 到 
(1 一 yijdxi + 2xyidxidy, 十 (1— xi)dzi 
1 — ri — yi» 
(1 — y jdr? + 2xydxdy + (1 — x’)dx’ 
d = z — yy 
这 微分 不 变 式 作为 我 们 的 Riemann 度量 . 


$2. 偏 微分 方程 
与 (A) “对 侦 " 的 有 以 下 的 二 阶 偏 微分 算 子 
BENE gs DO 25, 9 
As = r pa "38 2" 518, 
+a- —2. 9. — 3, 9.],, (B) 
Oy y 


Ox ð 

这 也 是 经 T 而 不 变 的 ， | 
要 证 明 这 一 点 有 两 种 方法 .一 种 是 把 (A7 看 成 为 Riemann 

度量 ,这 一 Riemann 空间 的 Lame 算 子 (或 Bertrami 算 子 ) 就 
J& CB), 因而 由 一 般 性 的 定理 ,得 出 这 一 性 质 。 计 算 也 是 元 长 
的 ,反而 不 如 直接 代入 的 简捷 , 我 们 现在 用 直接 代 人 法 , 易 证 
这 算 子 是 经 $ 1 的 变换 (4), G) 而 不 变 的 ,现在 证 明 , 它 也 经 
$ 1 的 (6) 而 不 变 , 现 在 有 
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Ou Ou ux^ ]l — u Ou 


1 一 p? 
8y — 8x (1— uy) * 8A — uyy- 
因此 得 出 
Ou Dao 1—p 


de T dA L uyy’ 
Ou n Du MI 一 pz |, Ow — (1— p^ 
OxOy | Ox: (1— uy | Ox0y, (1— uy” 
Ou u^ 1 — p’ 


Ox (1— uy»? 


Ou Ou pA — n) |). Ou pA — pO 
0y! | Oxi (1— uy’ Ox8y, Q — uy) 


NE TES TET 
01 (1— py) On (1— uy? 


,9u u(1— 9^?) 
0y, (1—5y)? 
因此 ， 
Ou Ou Ou Ou 
1 一 2 一 2 1 2 2x E 
07 2503 Day 0 sp "5 
Ou ou | 1 — ñ 
2 = (ix 
0 Ox! ( "0-5 
2 1 一 2) 4 -2 2x2 1 一 2| 
— eU — psy — y) ExX1 py 
(1 一 uy» (1 一 uy) 
+22 | Xy BI ay] 
əx ðY (1— uy» . (1 — uy) 
Ou 1 , (1 一 py Ou feyu Nl — ie 
+AA wy a Ga 
pE Vli— yp a ; 1 一 p? 
CU T Ty 
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ux y i — w Ou (1 — pow » EN 
eta ay | tas aae 0 77 
L9 二 人 和 | — p {2 


Q= ayy] G ay’ (On u 
| lo 
i | 1 — uy (1 — uy) 


2 9 [Q —a (y — a] 
Oxj0y, 1 — py 175 
+ Ou 0 — yX1 — 9». 
0yi (1 一 uy» 
| pX1— 0]. 
X |(1 — uy) + 2uy 一 
2 l-— uy | ENE 
Oy | 7 2 _ 工 一 卢 
— 2 = |y — (1—y Ji 一 

Oy , i — uy 5. a 一 了 
x i9 (1 — 02-94. 

Ox? G= uyy — 0x80 . 
x UTAO y) 2v 1 - (rn 一 yl 

(1 — ny Oy Duy 

-2 Qm Be ak) 
^ On ]l-— uy 9y: 1 — ny 


295 (1 一 py"? 
Ox, 


(1— uyy ie Óxi ^^ y -|— 


Ox 
十 《1 一 7D 2 一 2x, 2 一 2y 5]. 77 G D) 
- XHi$1(8,] (B) HREH o. 
注意 这 变形 的 Jacobian 是 — 
| Or, y) — ] — p s | 
Cx, y) ETDI 
在 单独 考虑 又 带 因子 (1 一 à — y) 的 (A) 与 (8B) 时 ,我 们 必 
须 注 意 , 所 写 出 的 共 变 因子 是 Jacobian 的 非 整 数 乘 方 指数 ,而 
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——————————— P 


Qu Qu OW 
( xè) =y OxOy ( y) Oy’ 


是 以 (A) 为 特征 线 的 偏 微分 方程 ,其 特征 线 是 单位 圆 的 切线 . 

这 个 方程 是 混合 型 的 ,在 单位 贺 内 是 椭 俩 型 ， 在 单位 图 外 
是 双 曲 型 ， 单位 圆 是 变形 线 . | 

在 射影 变换 之 下 ， 单 位 圆 是 等 价 于 任何 非 奇 异 实 二 次 曲 l 
线 的 ， MARRE ERIE T ETARE A RIE 
线 的 一 个 问题 ，- | 

这 方程 的 极 座 标 形式 是 

ocofige«-s) uns m 
也 可 以 写成 为 | 7 B 
QA [v2 pCl — p) u ru 

pli — en 2. (KL B) q Da o sUS 

命 多 是 射影 平面 上 的 一 个 域 ， 如 果 一 个 函数 w 一 ux, 
DED 上 适合 于 偏 微分 方程 CC) R D), 则 ul; y) 可 以 
称 为 多 上 的 调和 阅 数 . 关于 ulr, y) 的 一 些 应 有 的 附加 条 
件 以 后 再 说 . 

Lame’ 算 子 的 来 源 是 求 曲线 座 标 的 位 函数 ， AE, ARE 
念 的 引进 是 极 自然 的 . 

mR ZERAN, RI £9 B EHE DERE 8. 如 果 
D 全 在 圆 外 , 那 就 是 普通 的 双 曲 型 偏 微分 方程 。 我 们 现在 集 
中 注意 于 多 的 一 部 分 在 加 内 另 一 部 分 在 加 外 的 情况 ， 也 就 是 
讨论 混合 型 偏 微分 方程 的 问题 。 | 
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53. 特征 线 


微分 方程 
(1 — y Jd? + 2xydxdy + (1 — x)dy? = 0 (1) 
的 解 称 为 特征 线 ,我 们 现在 来 解 出 这 个 微分 方程 式 . | 
x= 1 显然 是 (1) 的 一 个 解 , 这 是 单位 贺 的 一 条 切线 ,经 
过 群 了 工 就 得 出 单位 园 的 所 有 的 切线 ， 因 此 ， 单 位 加 的 所 有 的 
切线 都 适合 于 微分 方程 C1)， 它 们 也 就 是 (1) 的 通 解 ， 而 单 
位 贺 是 这 方程 的 奇 解 . . | 
单位 圆 的 切线 是 特征 线 ， 而 这 些 特征 线 的 包 络 线 也 就 是 
这 单位 圆 . 
特征 线 的 一 般 形式 是 
xcosw + y sina — 1, 
即 得 
yl — cos'a) = (1 — rcosa Y, 
(x? + y!)cos'a 一 2xcosa + 1 — y! o0, 
所 以 
x x ox! (x+ yl — y?) 
入 y! 
ETT ETEN 
ty y! 
因而 推出 方程 (CC) 有 如 下 形式 的 通 解 
L4 "ES 


ulz, y) = h ( x!4- y! 


cosg == 


+ fa x^ y! 


Jo f, 55 h ERARA, ERE, BREA 
g: (6 + cos! 2) c i (o — cos! 1), 


— waa y — VAr, 
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如 果 
TEF y) 


是 方程 (C) 的 一 个 解 , 则 
u(xcosd + y sind, —xzsind + ycosd) 
也 是 一 个 解 , 因 而 


ux, y) I eoo 十 ysin,—xsin d + y cos $)d$ 
也 是 一 个 解 ,这 样 的 解 显然 是 经 过 旋转 而 不 变 的 ,这 一 详 数 显 


AA DU 0 的 函数 ,而 与 9 无关 ， 先 考虑 这 样 的 解 ,由 (D) 得 
ð (e. um p) Ou = 0, eL — p?) Ou 一 C, 


i 


8p *|1 — e|” 8p |1 — @ |” 8p 
l-/1—p 
Cı log —— p — t €» Eos], 
u = 
1 
Ciarc cos ? + Ca 当 p > 1. 


$ 4. 这 偏 微分 方程 与 Jiaspenrbea 方程 的 关系 


在 极 座 标 方 程 | 
p 一 o» 9* 十 pl1 一 20) 22 + Ou zo (D) 
0p! 0p 08? 
中 换 变 数 & = fp), 如 此 则 得 | 
Õu Ou y Du n Ou oS, be 
Bp ™ oE f (o), Bp 9p! (o) + BE f'(p), 
代入 (D) 式 得 
ga — AOI + [X1 — e»f"Co) 
+ e(1 — 2p)F Co] ar 十 pr - 0, 
我 们 取 fe) 使 | 
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tea 


egll-— p[OCo» = 1. 
微分 此 式 得 | 


70002) 


GO GOoeli— el + (2o11—,9l) ^ citotie wg 


— 2p!sgn (1 — oeDo)f'(9) —0, — 


RI o0 — pf (p) + e(1 — 29)f (o) = 0, o 


WEKO 适合 于 (1), WD 式 变 为 
Ou |. 


(1 NF (o) 99 a Ou 
v PC 一 o? (63e + se 0, 
Bp an Ou Ow 
COT eau t gp o 
因此 ,我 们 现在 来 解 C1) xx BER E = fp) 使 
E nnd | 
dp gli — op 
解 得 l--V/1-—9Jp | 
log —— 5 — +C, M o-l, 


取 C 一 C' — 0, 即 得 变形 
cosh“, RET, < 1, 
上 一 1 
一 cos 万 ，. M o 之 1。 


这 变形 是 连续 的 ,而 且 变 化 的 情况 是 


经 这 样 的 变换 后 ,所 考虑 的 偏 微分 方程 就 变 为 


TE 


1 o 
— arccos y + C', 23 pl, 


(2) 


(3) 


Œ) 


iik- T «c «oo Ra nO <, 


BO 
— o yg>0, 
cosh 
"E O «ED 
当 一 也 « £ « 0, 


cos E? 2. 
这 一 变换 是 连续 的 ， JOE 但 是 蕊 的 二 级 微 商 
TE E = 0 时 不 连续 。 | 
这 也 指明 了 在 研究 Jlaspeurees 方程 的 时 候 ,在 变形 线 上 
不 能 假定 有 二 阶 连续 微 商 的 道理 .。 — 
如 果 把 Cp, 0) 及 (5,0) 部 看 成 为 下 直 座 标 则 得 下 图 ， 


在 (o, 0) 平面 上 所 考虑 的 区 域 是 p> 0, 一 x <g<x m 
QUE, EAT O-osl1BmBaESMB, MER Er pl 
的 部 分 是 双 曲 区 , 所 夯 的 吕 形 曲线 是 一 条 特征 线 ， 其 它 

征 线 可 由 此 线 水 平移 动 得 来 . 但 须 注意 ,我 们 把 二 直线 9- m 
与 6 一 一 x 等 同 起 来 , 在 (#, 0) 平面 上 , Br 75 HE DX IRA 


- La 一 8 及 一 x 二 9 <r, Hp E < 0 的 部 分 是 双 曲 区 ,所 


e Edis 


YT rr re He ri moon 


画 出 的 4 形 曲 线 是 特征 线 之 一 ,其 它 可 由 水 平移 动 得 来 . 


$5. 分 离 变 数 法 
现在 研究 方程 
X1 — p) 9» — 20) OL Ou 
eA e) Bp 十 pll1 一 2p’) Oo 39: (D) 
JE OI u = plop) 的 解 , 如 此 则 
gX1 — Pgp Co) + o(1— 29)g'Co)  _ 9" (0) (1) 
plp) (0) ` 
由 于 6 的 周期 性 可 知 
OD) 
4&8) 一 ”， 9» 


此 处 ”是 整数 而 得 出 %(6) 一 coss 或 sin n0, 
H C 及 (2) 得 出 
PA — Pp” 十 pol 一 202)9 — ne — 0, (3) 
fito 076,18 
P — p) oO" — 2np"70' + nn + 1)p7770) 
+ e(1 — 2p!X(p^"0' — nop) — mph — 0, 


Rp | 
(C1 — PD” — (2n — 1 — 2(n — 1)p)d/ | 
— n(n — 1)pÓ = 0, (4) 
再 命 
T—1— p, (5) 
则 得 
2 a0 — Li 4 
pt (4o p 2 z2 + 2o[1 4- 2(n — 1)r] 7r 


— n(n — 1)oÓ = 0, 
2 
47(1] 一 r) 2[1 十 2(2 一 1)r 一 7] ap 
dt? dr 


— n(n — 1)0 = 0, (6) 
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这 是 一 个 超 几 何 微分 方程 , 它 的 解 一 般 用 
Di, ia pi 
F(-i»-LG-5,i,:) 
表 之 ,但 对 这 个 特殊 的 方程 ,我 们 可 以 直接 验算 这 方程 有 以 下 
的 两 个 解 
Q2, (1 — ri). (7) 
例如 ,前 者 的 第 一 第 二 阶 微 商 各 为 
P. 十 rn 一 » nC1 + riu 
及 
d isl. 4— iyex 
Cad tT) 4 ( DA +r?) T 


一 A 2(1 + riyri, 


RA C6) 式 即 得 
(1 — z)s(s — 1X1 + $577 — s(1 + c1] 
T [1-4 2(5 — Dr — c]o(1 + ci). 
— s(n — 1X1 + city 
= (1 + c3) [nn — 1X1 — r) | 
— n(1 +r — r) + al + Can — 1)e — v) 
X (1 075) — ns 1X +r 260)] — 0, 
[R C7) 所 给 的 两 个 解 并 不 常 是 实 的 ,为 了 研究 实 解答 ,我 们 用 
以 下 的 两 个 实 解 : — 


PG) = m EO si) + d (8) 
及 
|r142.(r)， (9) 
此 处 Br) = 5 C1 + e — 0 — £0, 我 们 取 
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Aaf memo, 
iv|*, #r<0, 
所 以 方程 CD) 有 如 下 形式 的 一 些 解 : 

AA cos nO, D. in ab, Ir] HOD aeuo, 


Ic]? gin) sin nO , 


Iib n = 1,2, 3, 5, 
当 一 0 时 ,以 上 的 处 理 方法 必须 补充 ， BO 


PA — Pp Co) + O — 29)9'Co) — 0,9"7(8) — 0. 


前 式 即 | 
$g'(p 20 —1. ., 1 1 1 ,1 1 
Q'Co) e 一 p?) p 21+p 21—p 

所 以 ， 

9() = 一 Ci 二 上， 
oT 
即 | 
1a-/1—9p 
ep) C, log p + C; M o-cl, 
PePe?) 一 


1 
一 Ciarccos 万 十 Ca M4 p >l, 


《假定 了 plo) 在 o = 1 £8), N oC) = C.9 + C, 
“Cp, 0) Æ 0 的 以 2z 为 周期 的 函数 ,所 以 e = 0, E 


og | 十 人 1 lty li-e 
d. p > xoci, 
o(p) = 1 | 
arc COS 万 ， 34 p 2 1, 
如 此 则 | 
| lim ge) .. 1 | 
p1d0 [zi ” 
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由 于 


一 -一 


HP er + a, 


这 建议 了 微分 方程 (D) 有 以 下 形式 的 解答 


«p, 8) == > a + » (a, cos nO + b,sin n9) X PCr) 
" 35-1 p 


+ colo) 十 |r]* x 5 (c, cos nO 十 d, sin n6) £e Œ) 
n=i U ， „2 - 


“现在 暂 不 讨论 (F) 的 收敛 问题 及 其 是 否 适合 于 (D) 的 间 
题 ,而 先 虚 敬一 下 , 由 (F) 建议 出 些 什么 来 . — 

”首先 我 们 应 当 肯 定 讨论 那 一 类 的 函数 ， 由 《F) 的 形式 可 
以 看 出 , 当 p = 1 时 , 我 们 必须 减弱 条 件 , 也 就 是 我 们 不 能 假 
Æ ulo, 0) 的 微 商 在 p = 1 处 存在 ,但 应 当 假 定 ` 

lim up, 0) 一 «1, 0) .. lim u(p, 0) — ull, 8) (10) 

P»1—0 Ir| 3 P140 Ir]? ' 
FE. | 
”切实 些 说 ,我 们 所 研究 的 函数 类 如 下 : C 

给 一 个 区 域 D, 其 中 包 有 一 段 单位 圆 , 当 o oe 1 时 , 函数 
u(p, 8) 有 二 阶 偏 微 商 ,但 当 o 一 1 时 ,我 们 假定 适合 于 C10). 

”如 果 我 们 限定 所 考虑 的 函数 是 实 解析 的 , 则 CF) 的 第 二 

部 分 不 存在 , 因而 也 没有 必要 假定 条 件 (10) T. 


5 6、 问 题 的 提出 ( 虚 业 ) 
首先 ,在 单位 圆 ( 变 型 线 ) 上 级 数 CE) 的 情况 ,我 们 有 
(1,8) = > ao 十 Y (a, cos nO + b, sin 20) 
—9(0) (定义 ) 000 5 (1) 


这 建议 了 : 如 果 仅仅 给 了 单位 圆 上 的 数值 ( 即 x(1, 6) = 
PO), 方程 (D) 的 解答 并 不 唯一 ,因为 对 任何 的 d, CF) 
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在 单位 园 上 都 有 相同 的 值 , MERED) 的 解答 . 
这 也 建议 了 ,我 们 应 当 考 虑 适合 以 下 条 件 的 孜 数 : 极限 
lig 02.22 — C0) (2) 


Pl Ir]? 


存在 , 即 


lim AX P E q C8) = lim > (c, cos nO + d, sin 80) Olr) 


P-1 t-10 


十 co lim gCo) ... S "n( c, cos nO + d. sin n8). 
r=+0 1T|3 — 
十 co 一 XC(9) (定义 ) 
问题 给 了 两 个 函数 p(6) 与 X6), 以 2x 为 周期 ,在 
什么 条 件 下 ， 则 有 一 个 县 仅 有 一 个 函数 sp, 0) 适合 于 (D) 
(单位 区 除外 ,但 在 单位 圆 上 连续 ) 而 且 


Co, O)| = PCO) 2 
lim uCp T. n; C6) a XCO). (4) 
如 果 pC9) 13 XCO) 的 Fourier 级 数 各 为 | 
pCO) = > a + DIE b,sinsO) ^ (5) 

及 


XC8) = PEZ 十 > (Yncosn0 + 8, sin n0), (6) 
则 解答 就 是 | 
u(p,0) 一 一 z ^ t > (a, cos nO + b, sin nO) nen 


十 ys Co) + Irl? $ Leren aang) 262, 
n= ił P 


(7) 
如 果 假 定 解答 是 实 解析 的 、 则 条 件 〈3) 就 有 希望 唯一 决 
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定 (DO 的 解 了 . 
其 次 ,考虑 在 特征 线 上 的 情况 , 取 特征 线 x 一 1, RD 


p cos 0 =a 1, lol <$ 


+- 人 


= 3 cos0 + i sin 0)" + (cos0 一 i sin 8)*) 


= cos 10 
同样 ,我 们 有 
|r]i Qar) = sinnô 
| p 
及 
o(p) 一 
因此 得 到 
u (= 6) 一 j^ 十 > (a, cos nO + b, sin nO) cos nO 


+ cð 十 5 (c, cos nO + d, sin nO) sin n0 


"-l 


uL [a (1 + cos220) 十 5, sin 220] | 
n=l ， 


+ c8 + > > [c, sin 250 + d,(1 — cos2n0)] 


92—1] 


= > [ot Xie o] ed 1 5 


nl 


X [Cas 一 d,)cos250 + (5, + c,) sin 250] 


& = t(0). (GE X.) (8) 
u(1, 0) = p0) = r(0), (9) 
e 153» 


可 以 推出 以 下 的 问题 ， 
问题 I 给 了 两 个 函数 gC(9) 与 z(0), pg(9) 与 r(6) 各 
以 2a 及 为 膨 期, 而 且 pC0) 一 x(0)， 在 怎样 的 条 件 下 , 有 
函数 ulo, 9) FEET D) (单位 贺 上 仍 有 如 前 的 假定 ) 而 
且 , 
ulo, 6)| om = PCO), ulp, 0)] . = (0). 
WE gpl) Fourier 展开 式 (6) 及 T(0)7H Fourier 展开 式 


T(0) = P a,b oy) + 2, (a, cos 200 + f,sin220) (10) 
n=1 
及 
1 - 1 -. 一 
~a t Sa, = owt io, 
2 n-—l1 2 52] 
则 解答 应 当 是 
u(p,0) = " ao + M Ca, cos nO 十 b, sin n0) CO 
5-1 p 


十 role) 十 Ir] i 之 | [(28, 一 b.) cos n0 | 


— (2a, — a,) sin n0] Lto, | (11) 
再 考虑 圆 内 的 情况 ,我 们 引进 新 变数 | 
1 | [li lorti ri — p 
t=; 45- Dc (2) 


在 这 变换 下 , 把 微分 方程 (D) ax 
O? u 1 ĝu 1 Ou 
Ox 4 01 408 
这 恰好 就 是 Laplace 方程 的 极 座 标 形 式 , 由 于 
| da .l-wvl1-—p 


T > 0, 
dp eVi-—p 
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当 P 由 0 变 到 1 时 ,4 也 由 0 变 到 1, 并 且 对 应 是 1-1 的 , 这 
FEA | 
PD L L Ga ey a - cb 
p? 2p" 
-LESA + C] 
AEAT MIS" 
2 p" 

- esr - easy] ong, 
K olo) = log à, ^. | | 
所 以 


u( p,0) 一 = ag 十 一 1 (a, cosnO 十 b, sin nÂ). 十 A7?) 


| 4- cy log 1 十 ur 2, (c, cos 20 + d, sin 20)( — "^ 十 47?) 
=E at LG, + el) cosnB + (Cbn + dp) sin 017" 
n=1 ， 


t elog À + = > [Can — cn) cos nô 
n=l . 


+ (b, — d.) sin n012” = UQA, 0), — (13) 
这 儿 UO, 0) 是 一 个 在 环 状 域 内 的 普通 的 单 值 调和 函数 , 这 
也 就 是 一 个 环 状 域 的 解 
析 函 数 的 实数 部 分 ， 因 
而 建议 了 

问题 IJ 在 变型 
线 (单位 圆 ) 上 及 圆 内 一 
HHT EAT uCo0) 
RJE: 
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uCp, 0)| = = 06)， 
uo, 0)|r = (0), 
jj CD) 的 解 是 存在 而 且 唯 一 的 . 
特别 了 是 同心 圆 有 
问题 IV 给 了 
uo, 0)| = = OCO), 
“Co, O)| = 9(0), 0p «1 


(14) 


XX uCo, 0). 
有 以 下 的 处 理 方法 . 
在 极 座 标 CA, 0) 的 平面 上 考虑 问题 ,假定 了 是 以 A. 为 半 


径 ,原点 为 中 心 的 圆 ， 在 0 二 二 4 二 1 中 考虑 函数 


1 f? 1— 24 
wa) = LP LE eq 
0,90 7 5: o 1 — 2Àcos(8 — p) + à (Way 
| i) 9 GM + y logh 
2x Jo A? — 2hłocos CO — p) + 2? ° 


(15) 
此 处 OCH) 5; VC) 可 以 有 以 下 的 Fourier WRR IBS ERE 
0(6) 一 = m 十 Y) (a, cosn0 + pa sin nO), 
(16) 
(0) = PEZ 十 ». cosn0 + à, sin nO), 
把 Poisson 核 展 开 逐 项 求 积 分 可 得 


W(4,0) 一 > 《ou 十 Ya 十 ` (au cos nO + B, sin n0)À" 
、 多 一 ] 


+ y log à 十 >, ( y, cos nO + 6, sin nO) (Ay. (17) 
n1 
34 4 — 1 M A — A. 则 各 得 
1 


W (1,0)|;- = 了 《am + ro) + S Co, + Aty cos 20 
n=i 
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e -arr 二 we 一 一 一 


+ C8, + Agn) sin 26]. (18) 


W (2,0) i, = " (e, + yo) 十 rlogh 十 


> [ Cand? + y,3cos nO + (8,42 + 8n) sin n0]. (19) 
把 7) HX Co, 0) 符号 , 则 得 函数 
, uCp, 0) 一 Wi, 0) 一 " (o, 十 Yo) 十 
5 (a, cos nO + B, sin n0) [eco 十 | 了 | 2| 
a-1 p p 


+ yelp) + 5 (y , cos nO + 5, sin n0)A] |^ 
p 


n=1 


p" 2 l 
` [Cas + y ,452cos nO + (Bn 十 6,49) sin 20] PACA. 
nci p 
+ yog) + |r|? 


> | Ca, — y.A0) cosn0 + (8, — 0,42) sin n0] Qe . (20) 
. 如 果 (14) 所 给 的 函数 的 Fourier 级 数 是 


(0) 一 P ay 十 >: (a, cos nO + b, sin nO), 
8-1! l 


$08) = " €T 5 (c, cos nO + d, sin nO), (21) 


s=1 


Ej (18), C19) 比较 便 得 
Go 十 Yo 7 hos 0, thorn = ân, Ba t No6, = bus 
ao + Yo + 2y log ło = Co, Onko F Yn 77 Cn, 
Pando T 0, — due 


RA Q0), 我们 可 以 希望 问题 IV. 的 解 的 形式 是 : 


u(0,0) = ap 十 2, (a, cos nO 十 b, sin nO) PO 
o 


— à ] 十 A2" 247? 
+£ Sloga ^ )d- ir | an — Q en) 
2lo o) + |r]? > 一 P 1 一 AP 


X cosnô + (EZ — 2 d,| sin no | Qc) 
1 — 45 1— A | p” 


eo Pn(cT 
= > a + È) (oocosz8 + bn sin n8) c 
n=l 


1 i 
+ P (co — ao) 


x * Il Ben) m 
e (CROSS) ansa] C, 


此 处 oo, 7T, 2E 25 4 — 加 时 ?与 7 BH, | 
问题 VY (Tricomi) 命 了 是 圆 内 的 一 条 闭 曲线 ， 假 定 在 
T 上 及 一 条 特征 线 (例如 * 一 1) 上 给 了 函数 值 , 则 CD) B9 
答 是 唯一 的 . 
我 们 还 是 取 工 是 一 个 同心 贺 的 情况 ， 假定 
uCp, 0)|r = pCO), «lp, 0)| = 7(0). 
为 了 解决 这 问题 ,我 们 把 问题 I 及 IV. 的 解 等 同 起 来 , 先 假定 


| 有 、 
up, 8)| -， = (0). 
比较 (11) 5 (22) 可 知 
yy = 28, — b 1T AU Dan 一 200c。 
2iogl ^ — 7” 1 — AP 
—2a, 十 à, = — (1 十 AZ" Jb; — 245dn 
1 — 427 


由 此 解 出 fos Ans b,, 代 人 (11) 式 即 得 所 求 . 
问题 VI 假定 了 
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Li 


«Co, 9)1p-poo 一 6)， ulp, 9| a = TCO) 


而 求解 
在 (F) 中 代 人 以 上 的 条 件 得 出 


up, 0) | x= = > |« 十 2j (a, 十 d,)| + co0 
25-1 


4- LS [Ca, — d,)cos250 + Cb, 十 cv)sin 26] 
及 2 n=1 


(os O) us, = Las + eo) + X) ([ o, 62 
2 2-1 Po | 
十 Im ?c, 2.9 | cos nO + DE 
00 Do 
+ |zolia, 4 sin no} 
Or 
与 (10) & (21) (把 其 中 的 c, 4 2S e', 4 ) 相 比较 得 


Oy — Ao 十 ` (a, t d,), Yo F Cos On = P (a, — d,), 
n=l . 


1 , | 
Bn = P Cb, 十 c), co = ao + 2e (py), 


" = a, PTS) 十 Ir | te, Qa) 
00 po 


d, = p, P092. 4- Ir] i2, 20. 
0 0o 


p $T. RAAE 
”现在 我 们 考虑 级 数 : 
u(p,0) 一 > ao + 5 (a2,cos nO + 5, sin n0) P) 
| 2-1 | p 


+ colpo) + [zlz > Cc,coszO + d, sin n0) LLE (F) 
p 


nli 
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的 收敛 性 及 是 否 适合 于 方程 (D) 的 问题 。 
我 们 允 考 虑 单位 圆 外 的 情况 , 即 o > 1, 命 


则 
ga t (esty e (sy) m 
ME p gun -4 人 tey - (二 下)- "m 
o(p) — v. 
如 此 ,级 数 (F) 变 为 


u(p,0) 一 > 20 + >` (ancosn0 + b, sin n0) cos nq 
2-1 


十 con 十 > (cncosn0 + d, sin nO) sin nn 


8-1 


T" (1) 
由 于 
Zute, D = 一 5 5n'( a, cos nO + b,sin n0) cos nq 
s=1 


— » 2'(c,cos nO + d, sin nO) sin nm 


n=1 


(2) 
及 


ZeD Pc cos nO + b, sin n0) (— n cos ny (9. ) 


— nsin n 2) 十 5 (c,cosnO + d,sin n0) 
p 


x | 一 wa "m v3 十 "coss (2) ， 
所 以 只 要 假定 了 
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(3) 


»3 Cal 十 12| + lca] + 14,29 < œ, (4) 


则 级 数 (15. (22. G) 都 一 致 收敛 ， 因 此 ,《F) 在 单位 圆 外 适 
合 于 方程 式 (D). 

条 件 (4) 当然 可 由 假定 p) 有 四 阶 连续 微 商 ,，X(6) 有 
三 阶 连 续 微 商 推出 之 ， 当 然 也 可 由 op(6) 与 6) 都 有 四 阶 连 
续 微 商 推 出 之 (或 用 其 他 Fourier 级 数论 中 第 见 的 更 弱 的 条 
tt). 

再 论 圆 内 的 情况 : 我 们 将 证 明 两 点 : 

1? 如 果 级 数 (F) 当 po 一 Pos 0 = 6, I e, 则 当 p 一 Pos 
0 一 Oo 时 也 收敛 . 

2” 如 果 它 当 p 二 po 及 一 个 测度 为 正 的 9 集合 上 收敛 , 则 
X o 2» o, I ce (并且 在 这 区 域 中 任何 一 个 有 限 区 域 一 致 收 
$& ). 

1” 的 证 明 十 分 容易 ,因为 Po(r)/o"。 Q.Cr2/ o" 是 2 的 递 
减 函 数 ,可 以 从 


1 
Pal To) |” 
(a,cos nO + b, sin n0) £ o) | «1 
0 


lim 
及 | 4 
—— | NCAIEI 
lim |(c,cos 20 + d, sin n0) e| «1 
ETT 0 
立刻 推 得 p > po 时 ,有 4 二 1 存在 使 ， 
一 一 | , P) | 
lim (a,cos nO + b, sin n0) p^ | <u 
及 4 
— CT) Is 
lim (c, cos nO + d, sin n0) et ) <u. 


要 证 明 2。, 我 们 需 用 引 理 : 如 果 有 一 正 测度 的 点 集 6, 其 
上 任 一 点 9 有 
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ei re " - 
T ÀÀÀÍ— — € « umm uaua 


lim |2,cos n0 十 b, sin 10 | d = y, 
则 
Tim |a} + A4 | 9 = v, 
这 引 理 是 已 知 的 〈 或 可 以 从 数论 中 的 一 致 分 布 概念 推出 ) 
(Jlysun, Steinhaus 见 Zygmund, Trigonometrial Sereis, p. 131 及 
p. 269). o. mE 
有 了 这 引 理 立刻 可 用 前 法 推出 2° 来 ,并 可 知 推出 
ns bns Cas da 一 Oos) 
这 条 件 如 果 适 合 , 则 条 件 (4) 当然 成 立 。 0 
总 之 ， 如 果 在 单位 圆 内 以 原点 为 中 心 的 一 个 圆 上 ， 有 一 正 
测度 的 点 集 在 它 已 上 (下 ) 收 敛 ， 则 在 此 圆 之 外 无 处 不 收敛 ,并且 
适合 于 微分 方程 (D). 


$8. 图 内 无 奇 点 的 函数 (对 应 于 全 纯 函 数 ) 


问题 在 一 条 特征 线 上 给 定 了 函数 值 ， 定 出 一 个 处 处 都 
适合 (D) 的 函数 来 ， 这 样 的 函数 是 否 有 2 是 否 唯一 ? 

由 于 特征 线 成 一 可 递 集 ， 因 此 研究 哪 一 条 特征 线 反 正 都 
一 样 我 们 不 护 就 取 * 一 1， 即 


p—— [0| < z" 
于 是 问题 更 确切 的 叙述 是 ,假定 


u(p, 0)| ,= = T (0), 
求 出 适合 于 (D) Hulp, 0). 
(1) 存在 性 ”由 于 客观 需要 ,我 们 假定 r0) 有 二 阶 微 商 
《如 果 «Co, 0) 对 9 没有 二 阶 偏 微 商 , 那 我 们 只 可 以 作为 广义 
解 来 讨论 ) 并 且 假 定 700) 是 以 x 为 周期 的 函数 ， 合 
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T(0) = = po + 5 (pncos2n0 + 4,sin 250) 
Æ r(0) 的 Fourier 展开 式 , 级 数 
>, (ps| + lgl) 
521 
显然 收敛 . 
结论 : 命 
€, 一 pa 十 ds, Ên = Qa — Pns m 一 加 一 2 D qns 
则 
u(p,0) 一 > om + > (a, cos nO + B, sin 20) 
x P,Cr) + Ic]* og. Cr) | (1) 
p” | 
就 适合 我 们 的 要 求 . 
先 看 在 特征 线 上 
PT) _ 1 1 i dy t; — 4Y 
p” [C T 5) adv b 5) | 
— cos nO, 
|r |t LE) — sin no, 
p 
因此 . 


ulo, O)| ,= > e, 十 ^ (a, cos nO + B, sin nO) 
n=] 


X (cosn0 + sinnô) = Za 十 > 5 [a,( cos 250 


25-1 


+ 1 + sin 220) + B, sin 220 一 cos 270 + 15] 


— A po + > (pucos2n0 + q,sin 250) = v(0). 


fici . 
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其 次 在 圆 外 , 1) 处 处 收敛 , 而 且 适合 于 CD)， 在 单位 贺 
^ 


0 三 7 二 一 ， 
cosy 
则 
PC 一 cosmm, LE c = sin ny. 
p 
因而 (1) 变 为 


u(p,0) 一 PL 十 > (a, cos nO +p, sin n0 )( cos nn 十 sin nn). 
n=1 


AFD Cal + 18,1) < oo, 这 级 数 的 收敛 没有 问题. 
如 果 假定 了 


$ iml+loD<o， D 
则 l 
Tute, 0 一 一 > m( oncosn0 + B, sin n0) 
X (cosn? + sin nn) 
及 


plo — 1)? Dunt D -~- olo — 1)* 1 Sao. 0) 0 Br e) E» 


= uo, b) . > n(a,cos nO + P, sin n0) 
On n= 1 
X (— sin nn 十 cosnn). 
由 此 可 知 (1) 适合 于 方程 式 (D), 当然 我 们 要 杀 一 些 假 
E: 例如 r(2) 有 四 阶 连 续 微 商 。 但 如 果 不 适合 这 个 假定 ,我 
们 也 不 妨 把 (1) 看 为 方程 (D) 在 双 曲 区 的 广义 解 . 
最 后 , 在 单位 贺 内 ,我 们 引进 新 变数 
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À = — — — — ] = -- = . 
p : p 14 oci 
由 于 
dÀ 1—wvV1—0 ~ 
dp PN 1-—p 


当 2 由 0 变 到 1 时 , ;也 单调 上 升 地 由 0 3ESU 1, 这样 便 有 
Bap (EEA ASA) = tar 
|z]i 240 = Cn anm. 
因此 级 数 (1) 变 为 | 
u(p,0) = "E 4 > (a, cos n6 + B, sin n8)47*, 


t (47, 0) 的 调和 函数 、 并且 网 内 处 处 收敛 ,因而 在 圆 内 
(1) 也 适合 于 (了 D). 
(2) 唯一 性 ”我们 证 明 , 只 有 w(p, 0) 20 才能 适合 于 
uCp, O)| z= = 0, 


而 且 单 位 网 内 无 奇 点 . 
在 圆 外 有 通 解 
up, 0) 一 F, (e 十 cos 一 i) +F, .(e — cos! 1 
F0) = 0, 
即 得 
u(p, 0) | = F,(20) = 0. 
因此 在 圆 外 ， 


u(p, 0) — F, (e — cos =L), F(0)—0. (3) 


由 方程 (D) 可 知 
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NLEI-- 


= F, " — cos! ry 
00? | o Op o pz" 


M po 一 工时 分 母 为 0, 因此 "en 命 
| U(CA, 8) 一 u(p, 0), | 


则 得 IMEEM 
pPo1-0 Iz |? | rris Vo 1-4 
= — OU 
01 a=? 
也 就 是 | 
OU ..9U 
à li 00 


BE U ERRERA f(z) 的 实数 部 分 ， 而 V yt 

数 部 分 , 则 
f(z) 一 也 十 zF 
把 单位 圆 jz| — 1 变 为 一 直线 
U+ V 9. 

运用 Schwarz 对 称 原理 ,在 某 些 必须 其 加 的 条 件 下 ， 函数 fCz) 
的 解析 性 可 以 扩展 到 全 平面 (包括 无 穷 远 点 )， 因而 证 出 
V = 0, 


$9. 加 内 有 对 数 奇 点 的 函数 
先 从 


log à 
HE. 它 是 一 个 圆 内 以 原点 为 对 数 奇 点 的 调和 函数 ， 换 为 (p， 
0) 符号 , 则 得 方程 CD) 的 一 个 基本 解 
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1 1 | 
log (7-4571) Mei, 
alo) = 1 | 


Gali "t | 当 p 之 1 
或 
— / 1 — r)?-— y? 
log (=n, weet, 
ICxyy) == P ty 
cos ! > 3 etyl. 
现在 利用 群 的 作用 , 命 


x c fx, y, a, b), y = gx, y, a, b) 

代表 一 个 把 (a, b) 变 为 原点 的 变换 ,这 样 ， 

ox, y) = o(fCx', y’; a, b), gCx', y's a, )) 

， = Ta, AER y). 

由 于 偏 微 分 方程 的 不 变性 可 知 aC, y) 依然 是 (D) 的 解 
答 . 

fip u(a, b) EEA Th ERAI, But 

F(x, y) = f Ta, bx, y)duCa, b) 


a2 453 1 


依然 是 方程 (D) 的 解答 ， 
问题 FO, y) 是 怎样 的 消 数 类 ， 也 便 是 从 怎样 的 函数 
{p(y)} 类 中 ,对 每 一 个 p(y) 我 们 可 以 找到 一 个 ula, b) 使 
py) = Jj Os, KO, y)du(a, b). 
«1 


更 具体 些 : 

x, = (xcosa + y sina — u)/(1 — uxcosa — uy sina), 

yı 7^ V 1 — ui (—xsina + ycosa)/(1 — uxcosa— uy sina) 
是 一 个 工 内 的 变形 ， 它 把 圆 内 的 一 点 (ucoso, psina) 变 为 


* 167 * 


O u cos a, p sin x, y) 
=o 1 一 uxcoso — uy sina 


; (LG D+ algo +y — l 


1 — u(xcosa + y sina) 
(49 — tX! — 1) + (1 — necos(a — 0)) 
1 — upcos(a — 0) 
(x = pcosO, y = psin O), 
当 x = l, y= tane 时 


pl tan0) 
-| [eo ee 0) (nu 
0 70 A/ (1 — LO) sin!8-- ( cosó —ucos(a — 0)» 


fa] RE — 3e rfü P9; EFER pC tanb), 我 们 可 以 解 得 轿 变 函数 q(a, 
p). | 


$10. Poison 公式 


Ar 853—588 2EJÉ AR 
sart hyrte y = tut + by +e (1) 
aax 十 by 十 "M asx + by 十 cs | 


fi 

x = cosÜ, y = sinÓ, x = cosÓ', y' = sinÓ', 
如 此 则 得 i 
acos + b,sin O + c, 


cos 0. = - ; 
a3cosQ + b.,sin Ó + c, 


acos Ó 十 b sin 0 + €2 


sin 0' = . 
azcos0 + pasin0 十 cs 
所 以 
tano = a,cosÓ + b,sin Ó + c, (2) 


a,cosÓ + b,sinÓ + c, 
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irae emm 一 一 一 - 


因 之 ,由 $ 1 a, b, c 的 关系 可 得 


46 == ((a,cos0 + bising + c,)(—a;sinO 十 b, cos) 一 


d 
(2,;cosO 4- b; sin 0 4- c;)( — a, sin 0+ b, cos 0)9/(( a, cos 0 - 
b,sin O-I- c; Y + Ca, cos 8 d- b, sinf -- c,)?) 一 
== ( a4b,— a;b,-- ( — ciar t c54,) sing 十 (ci 一 cabcos6)/ 
((1 十 a2)cos'Ó + 2a4b,cosÓ sin + (1 + P3) sin? + 
2a40,c0s 0 十 2b,c,sin 0 + cà — 1) 


一 1 T (3) 
a,cosO 十 b,sin O + c, 
因此 得 出 
2x 2g l 
1=4f a 一 工 | 46 00 (4) 
2x Jo -— 2n Jo |a,cosÓ + b,sin Ó 十 es 


假定 变换 C1) 把 点 CE, 0) 变 为 原点 , 即 
| a£ + bd c0, aë d- 59d cm 0. (5) 
此 点 E, m) 在 单位 山内 . 由 (5) 可 知 


"M cs 
又 由 
al 十 b— cm e], 
可 知 | 
cU 十 9 一 1) = 一 n 
代入 (3) 式 得 


a VIF — 

- dà | — Feos — s sin 

S CE, n) DJ Cx, y), 因此 由 (4) 得 出 : 对 圆 内 任 一 点 Cx, y) 
"UH 


1 il TET, (6) 
2x Jo ] 一 xcos0 — ysinO “* 


(HF 1xcos0 一 ysin0| < 1.) 如 果 用 极 座 标 , 则 
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ie Fro 


hI «D 
dí Ge 7) 在 圆 外 , 即 当 e 之 1 时 ， | 
2x d0 ， | 
一 1 — aus u b) e. 0f (8) 
要 证 明 此 点 十 分 容易 ， 因为 - 一 的 不 定 积分 等 于 


Vi or 
log 


2 NER ° 
p l M P= iani o 


因此 - 


Ec EINST x GM 
Tetas te e foa ita 
01] — pcos — so \Jo e**/ 1 — pcosO 


1 1 
N p Tiu Leer, cost s 


p 


ple A p ee. eos nig, 
| 1/ ,1 
Vp lun cos g-)tr-e 


e 


—lim log 


pP — 1*7^ Tm" i tetip 


wx 0. 
3b — TERRI EN 
Kos 9» 1 一 p — p)’ 
称 为 Poison 核 , 这 函数 有 以 下 的 一 些 性 质 : 


(1) 把 P(p, 9 一 少 ) 看 成 为 极 座 标 Co, 6) 的 函数 ， xe 
圆 内 圆 外 ， 它 适合 于 (D). 


(2) 在 图 局 上 除去 一 点 8 = d 外 ,处 处 为 0， 
a 170 + 


To ] — pj, 


- 《3) 在 整个 平面 上 , 除去 一 条 直线 (特征 线 之 一 , pcos (9 
— dp) — 1X9 SERES IB, 但 在 这 特征 线 十 ， ESEXES. 
(42 我 们 有 关系 式 | 
1 i mu 
> | PCo, 8)46 = | 
如 果 给 了 


0, #0>1, 
1, 若 po 一 1 


uCp, 8)| ,= = aly; 
FERR Z 
(000 MoD m 1 | Po, 8 — DAD, (9) 


"———— (D) 的 . 
在 贺 外 ， 命 


[一 一 一 


SS: 


w |a 


Uo. ?. 
cosy 


则 


PUn, 0 一 一 Mn t 
(n, 7#) cosy — cos(0 — 4) 


F—— MEL 


2sin >C +0 — p)sin > (9—084-9) 
— (us l4 9— 4) 4 tan LG — 
> (tan 2 Cn + 0 — p) + tan 2 M 9T 2). 


由 此 可 得 ， 
E uCp, 0) = FCn +0) + Fn 0), 
此 处 


FIKY ) 一 一 = N tan > (y 一 pa pay, E 


Fir) -i tan —- (v + $)o(9)449. 


WAHRE TEETE NUR REUNION. 得 


^1 7. 1 


我 们 可 以 把 公式 (9) 作为 在 双 曲 区 方程 (D) 的 广义 解 来 处 理 . 
在 a(5) 上 加 上 些 条 件 使 Fi, Fi 存在 而 且 有 二 阶 微 商 ， 


这 样 的 xp, 0) 就 是 方程 CDO 的 解 . 
§ 11， 变 型 线 上 给 了 值 的 函数 
假定 给 了 
uo, 8)| ,i = F(6), (1) 
及 
lim. -G(0), (2) 
此 处 F(0), GCO) 在 “< 0 < 8 间 是 实 解析 函数 , 由 此 条 件 
定 出 适合 于 (D) 的 函数 ulo, 0). 
在 圆 内 命 
| u(p, 0) =U, 0), | (2 
则 | 


^a OU 加 


这 就 是 一 个 Kopaveackan 问题 , 其 解答 如 下 : 


先 考虑 适合 于 | 
uC, 0) = ry, Zaj =o (4) 
的 调和 函数 ,函数 | 
Ua, 一 >) (7D CB Fae) (5) 
就 适合 我 们 的 要 求 ,其 理由 是 
() UG, 0) = FCO), 
(1) À T a | ( —1)» UBAN gae(g) ex () 
2 (2n — 1)1 ixi 
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ð 


Gii) a -2 (a A 一 > DR A127 ^ pong) 


À -1 — 2)! 


= — 2 3 — m Clog 40" (2m) 
E L” Qm | 6). 


ELT 
F(0 + x) = > FOX) pa, 


arn 
F(0 + ilog 4) + F(0 — rlog A) 
= $E) Gn + CL nog D. 
Fi C5) 得 出 


U,(,0) = > CF(8 + ilog à) + F(8 — ilog A). 


同 法 得 出 适合 于 
0 2o» 
U,(1, 0) 0, 91 im cce) 
的 调和 函数 是 
UW,0) = S (—1) URAN Gano) 


2-0 (2n t 1)! 
一 2 (G.(8 + ilog 4) — Gi(0 — ilog 4)), 
此 处 G0) = V GG. 
因此 ， 


C6) 


U(4,0) = U(4,0) — DA,0) = > (F(0 + ilog à) 


+ F(8 —ilogà)) 一 = (GKO 十 ilog1) 
i 
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HU mque ==. niat t ie n rama n 


— GCO — ilog À)). 
回 到 原 符 号 ,在 图 内 


00. [qd E 
olo) = iog PEN 3 1) 


一 — log CEREMBLLLZ 
(NO o’ EE 
Eb, 234 o «c 1 时 ， 


uCp, 8) = — LECO + io(p)) + FCO — io(9)l 


+ 7 [G8 + iolo)) — GO — io(o))l. ^ O (7) 


. up, 0) = ES [F {o -+ cos"! l) 十 r (e — cos"! 1l | 
2 p p 


十 t |6, (s -+ cos! 1 一 G, (e — cos"! ij. (8) 
2 p | p 


极 易 证 明 : | | 
u(1, 0) 一 F(0), 
及 | 


lim “Co, 0) 一 «(1, 0 = G(0), 
pe 二 1 EE | 


也 就 是 《7) 5 (8) 给 了 本 问题 的 解答 | 
再 看 这 解答 在 区 外 适用 的 范围 ,由 于 必须 要 

a «0 — cos? L <0 + cos o <e, 

. | p p 

可 知 s 

E | pcos(a — 0) Z2 1 > pcos(g 一 0), | 

即 在 单位 贺 二 切线 之 间 ， 其 一 是 切 于 6 一 o, 它 一 是 切 于 

9 一 8 的 直线 . 
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“假定 a 一 0, 现在 看 这 函数 在 x 一 1 上 的 情况 , 即 00 
1 | 
“ - 'eos8? jl | | 
f 1 — 工 | 1 ,oN E 
“ (——. 6) 7 (F(20) + FO *2 (6,C20) — G,C0)), 


0 —90 « f. 


$12. 在 一 特征 线 上 取 零 值 的 函数 


再 考虑 适合 于 B 
|. u(p, O)| xm = 0 (1) 
的 函数 类 。 | 
在 圆 外 由 于 
l a TAN， u YY 
u(o, 0) = F, (e+ cos 3) + Fs(0 ~ eo: 1), 
F0) = 0, | 
| uCps O)| Fi(20)— 9. — 


u(p, 0) = F, (6 — cos! L1) F0) “一 人， 


1 
r, (6 — cos 4) 
lim «Co, 0) — u(1l, 0) 一 lim 2 cos e 


et! Ir]? P1 |r|? 
f u(p, 0) — UQ, 0O, 则 适合 于 (1) 的 函数 常 适合 于 
U(1,0) = FAO), Ž-UC, Ol ~ — FXKO). (2) 
如 果 «Co,0) 在 圆 内 有 一 部 分 存在 ,而 且 包 有 一 段 贺 弧 为 
边界 , 另 一 部 分 是 一 曲线 ,在 (1,6) 平面 上 所 对 应 的 区 域 记 之 
| «175^ 


= F0), 


X D, 其 边界 也 有 一 部 分 是 单位 加 的 圆 弧 , 记 之 为 r, 其 他 部 
分 以 了 记 之 . 
在 D 内 U(X%, 9) 是 一 个 解析 沙 数 
Y Pond 而 且 命 之 为 
= f(z) = U(A, 0) 十 iVG, 0). 
à 


1 Z —— U(4, 6) = và, 6), 
所 以 | | 
| V(1,0) = —FK0) 4 C, 
这 儿 C 是 一 常数 。 不 仿 假 定 它 等 于 0.。 保 角 变 换 
Z = f(z) 

把 DD 变 为 D*, 把 D 的 圆 弧 边 界 7 变 为 直线 

U+V=0., 
假定 保 角 变换 是 单 叶 的 ， 则 由 Schwarz 原理 解析 扩展 可 以 把 
函数 fz) 的 解析 性 推 到 加 外 ,假定 是 由 T 依 圆 反 演出 来 的 
曲线 , 则 在 T" 与 卫 所 围 成 的 区 域内 Ke) EX, YET E fs) 
的 实数 部 分 已 经 有 了 , Er 上 U 也 已 定义 了 , 由 TT 与 "上 的 
值 , u 是 存在 的 , 而 且 是 唯一 的 。 (详情 与 Bauanse 的 工作 相 
Jj, 用 Kemnebmi-Cenos 公式 解决 这 问题 .) 
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第 八 讲 ”形式 Fourier 级 数 与 广义 沙 数 


$1. 形式 Fourier 级 数 
已 经 不 止 一 次 地 提 到 ,给 了 一 个 收敛 的 Fourier 级 数 
ao + 5 (ancosn0 + b, sin nO), (1) 
有 一 个 加 内 的 调和 函数 
4, 十 > (vcoorg + b, sinnô)", Spl, | (2) 


但 是 反 过 来 ,如 果 (2) 8 HE — iE ET 0 o 1B csi in 
R (2) 收敛 ,我 们 就 说 (1) 定义 一 个 广义 基数 。 因为 调和 项 
数 是 无 穹 可 微 的 ,因而 广义 函数 也 是 无 穷 可 微 的 . 

虽然 看 来 简单 ， 这 样 定义 出 来 的 广义 函数 比 L. Schwarz 
的 广义 函数 的 范围 还 大 ,更 宽广 的 考虑 是 从 形式 Fourier 级 数 
出 发 , 

一 个 形式 Fourier 级 数 

5 anet"? 


f = o 


就 定义 为 一 个 广义 函数 ,我 们 不 管 它 是 不 是 收 和 敛 ,是 不 是 在 基 
ARX T RIS. 这 一 广义 函数 用 «(0) KER. 


SEERAD ARD ,而 ARD 中 除去 一 项 
2720, fn | 


y = 


e 177 * 


PIN 


asi 


Àu(8) + uel) = 5 (àa, 十 ub, )e!"? 


仍然 是 一 广义 函数 ， 所 以 广义 函数 是 一 线性 集合 . 
二 广义 函数 的 乘积 一 般 不 定义 的 ,其 原因 在 于 


>, ab, 
liman 
可 能 并 不 收敛 。 
但 如 果 
. > a5 


收敛 (或 在 某 种 意义 可 求 和 ), 则 此 值 称 为 二 广义 函数 w(g) 与 
«(85 的 无 向 积 或 内 积 ,以 (x(6), (05) 表 之， | 


(«(0),v(85) = (9(0),«(0)), 

(Au, C0) + uu 0), TOD = Cu CO), "0 

00 c eC), (85), 

而 县 有 | 
| («8,27 一 d, 
定义 | 


(uC0), "(8 — GY) = e + 0), «(6)) 
== > a, D, e"? | 
为 二 函数 (0), v (0) 的 卷 积 ， m 
最 有 趣 的 例子 是 Dirac 函数 e 
8(8) = 5> ei”? | | 


(«(6), K8— ED = Sia, — 5 
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有 时 我 们 也 把 SO — p) 记 成 为 lO. 
广义 函数 «C9) 的 微 商 的 定义 是 
| i 2 na et, 
以 w (0) 记 之 ,显然 有 
(u'C0), v(8)) = í 2; na,b, = -y. (inb,) ) 


= — («(0), v vO). | 
故 立 得 | | 
- G6), 86 — 95) = RECO 区 5 一 4» 一 —u (9), | 
及 
(«(8),89(8 — p) = 一 (一 Dr AG). mE 

但 这 样 定义 的 广义 函数 太 广 泛 了 ， 不 能 推出 很 多 有 用 的 
结论 。 我 们 现在 先 引 进 丽 类 特殊 的 广义 函数 . 

如 果 系 数 a 适合 于 


| max (m: jah” > im | .< 


则 所 对 应 的 广义 函数 称 为 及 类 的 广义 函数 ， 或 简称 本 型 广义 
E. 

TA HOST SCRI EBENE TEE HAT ER 
答 识 仍然 是 妃 类 广义 函数 、 二 可 型 广 义 孙 数 的 卷 积 仍然 是 太 
型 广义 函数 ， 

如 果 有 一 整数 p, Bra, = Oln p; 则 所 对 应 的 广义 菌 
数 称 为 S 型 的 广义 函数 。 这 就 是 L. Schwarz 的 广义 函数 . 

显然 ,一 个 5 型 广义 函数 一 定 是 一 个 互 型 广义 函数 , 且 S. 
型 三 义 函数 也 成 为 一 线性 集合 且 对 微分 运算 及 卷 积 而 自封 

Wa 石 型 广义 函数 之 闻 定 义 了 两 个 运算 “加 * m ue 
R ,把 卷 积 看 为 R 则 所 有 的 旷 型 广义 淫 数 成 一 环 . 

更 明确 些 ,定义 


u(8) X v(0) 一 S a, + bp), 
COJO) = CY), (8 — 9)) = 23 abre", 


交换 结合、 分 配 等 定律 都 不 难 直接 证 明 ， 这 环 还 有 单位 元 
8(0) 一 > ein8. 
而 m 
D 一 (2, A8( — 6)). | 
ein — 0, £1, …) FCRC, BD eO eit? uen 
REA DRRES 的 ， BD eOe — 008 m s* 2), 这 
些 医 等 元 的 和 是 单位 元 5(9). 
S 型 函数 也 有 此 性 质 . 


52 W (M 性 | É 

两 类 广义 函数 工 与 全 如 适合 以 下 的 三 条 件 则 称 为 互相 对 
H: (i) XE ue T R ve, (Cu, 0) Ue. GO 若 (n, v) 
对 所 有 的 se 了 Aa, WSA $E dive T R Gi 3 Cu, v) 
对 所 有 的 "6 人 常 收敛 , 则 ucT, 

例 一 所 有 广义 函数 成 一 类 天 和 所 有 的 由 有 限 . Fourier 
级 数 所 成 的 类 K 之 间 是 有 对 偶 关 系 的 。 

9 Ar>1Rp = p/p — 1, N] L? S L” 之 间 是 有 
对 侦 关 系 的 。 这 些 L? 表示 适合 于 . »-— 

Si lal? <o 

的 «(0) 的 函数 类 ， | 

AE dne D a.b, 的 收敛 狂 改 为 《<, 1) 求 和 法 , M 


还 有 以 下 的 一 些 对偶 类 : (a) 8 与 L( 此 处 8 表示 团 函 数 的 
Fourier 级 数 所 成 的 类 ),(b) C 与 3: 成 一 对 偶 类 (此 处 C 表示 
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YES EE Fourier 级 数 所 成 的 类 、 S: 表示 Foutier-Stieltjes 级 
数 所 成 的 类 ). 

总 起 来 ,具有 以 下 的 关系 

CCL” = BCL?CICLCLCS, 

容易 证 明 , 一 类 与 其 对 偶 类 重合 必然 是 L, 

定理 1 m pla) R— EME AR, 4 rn BAES k, 
p(n) 趋向 无 穷 。 并 且 假 定 对 任 一 3 > 0, 级 数 

1 
2: (pCn)»* 
TER SR. An T [NXGEROGT 
log |a„| = ol log p(1»1)) 
的 广义 函数 所 成 的 类 ,而 全 是 适合 于 
1 


tog gClal) = O (1o 17) . 


| MI X BEBE O2 UL T 8 T ZERO. 
证 《iD 由 定义 ,对 任 一 > 0, 24 n 充分 大 时 常 有 
| las| < CoClal25*, 
又 有 一 数 c > 0 使 
AES 


a 


1 
Gon 
所 以 S a,b, EKAR, 

(Gi) 假定 > REF T, 则 有 一 数列 n, 使 


ID 
取 au, 一 1/5,, 及 其 他 a, = 0, 如 此 所 定义 的 广义 函数 «(8) 


属于 工 而 D) a,b, RE. 


* 181 « 


Cii) 假定 * 不 属于 了 了, 则 有 一 数列 x,; 使 
ne o Coe neo c 2 0, 


取 5 一 一 及 其 他 5b, = 0, 各 此 所 定义 的 广义 函数 (9) 属 
TP £, RE. | | 
g ERO Lb gCo) — e", RUE T EARN H. FI 
log 1a, | = «Clap, | 
可 知 ME 
lim la, « 1, 
又 关系 MEE 
| | Inl = 0 (iog ai^ ME 
与 次 之 关系 等 价 BEEN 
L3 TA mas 
Wd 
定理 2 ”已 类 的 对 偶 类 Á 是 适合 于 以 下 条 件 的 广义 m 
数 所 组 成 : Poo Ae TR 


max (Tm lè, $, dm | bn i*) « 1, 
取 p(n) = e" Cp > 1) 所 得 的 类 工 以 G5 EZ AEM L 
可 推出 : 
定理 3 G; 是 由 适合 于 
| eT? 


lim laal «1 


|n] -> 的 


的 广义 函数 所 成 的 类 它 的 对 偶 类 C «BERT 


jai ^? 
lim TA —1 


1 o1] — co 
的 广义 函数 所 成 的 ， 
e s [82 e 


类 G, Epp Tenqann-liinnos 所 引进 的 。 
与 定理 1 的 证 法 相仿 可 得 D 
定理 4 gla) 表 一 递增 正 图 数 当 ” "BEA, ine 
有 一 正 数 1 使 | 
2 Go 
收敛 ， 命 工 表 适 合 以 下 条 件 的 广义 函数 类 
log |a,| = O(log $l 12|)), 
R THEAT E | i 
1 
og (lal) = o (iog 7) 


的 广义 函数 所 成 的 类 , 则 类 工 与 类 全 是 有 对 侦 关 系 的 ， 

在 定理 4 中 取 (n) — n, 则 类 7 就 是 类 5, 故 得 

定理 5 PONTOT 
所 组 成 的 ， 对 任 一 g > 088 Dn l 


amo). B 
再 在 定理 4 中 取 4(n) = e ”所 得 出 的 类 以 了 表 之 ， 由 
定理 4 可 得 
定理 6 类 的 对 侦 类 了 是 由 适合 于 
LM I 
“的 函数 所 组 成 的 . 

WiBl 关 还 可 以 分 得 更 细 歼 ,例如 在 定理 4 vdd 
改 为 
oa cel <p 

72» logo Cn) 
并 无 任何 困难 可 以 找 出 这 类 的 对 偶 类 . 
Wib2 BUB. Å X (或 8 类 ) 也 是 线性 集合 而 且 对 
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微分 运算 及 卷 积 而 自封 的 ， 它 虽然 成 一 环 ， 但 并 不 包 有 单位 
ji. H 是 五 的 理想 子 ， 命 H* 表示 互 中 的 任 一 理想 子 。 如 果 
H* 中 所 包 有 的 广义 函数 都 是 普通 函数 ,也 就 是 这 些 广义 函数 
的 形式 Fourier 级 数 都 是 收敛 的 , 则 H* 称 为 水 数 类 的 理想 子 ， 
易 见 : 应 是 互 的 最 大 的 函数 类 理想 子 . 


$3. H 型 广义 函数 的 章 义 


对 应 一 个 太 型 广义 函数 (0), 我 们 有 一 个 函数 
u(r,0)- P aer, OSr<1, 0<0<2r,. 


3675 4r [LIE RUP ER X. 

&CCTHEJ 义 函 数 可 以 视 为 一 个 贺 内 调和 函数 的 边 务 
HAK. 

同 法 一 个 站 型 广义 函数 "6) ( 它 是 一 个 普通 意义 的 郴 
数 ) 对 应 于 一 个 在 较 大 辣 心 嫩 中 的 调和 沙 数 . | 

又 显然 ， 对 应 于 一 个 了 型 广义 函数 (0), 我 们 有 一 个 处 
处 调和 的 函数 

5 b ei”? ri”, 


这 种 函数 也 称 为 调和 整 函数 ， 所 以 型 函数 是 调和 整 函数 在 
单位 贺 周 上 的 数值. | | 
广义 函数 
5v(6) 
EFH, BREF, A AMN AEE 


in(9— ni 一 _ n c. 
2. nid 1—2rcos(0 — p) + r°’ 
这 就 是 习 知 的 Poison 核 , 以 PCr, 0) RZ. 


fis f(0) 表 一 连续 (或 可 积 ) 汲 数 , 其 Fourier 系数 为 5,, 则 
对 任 一 x(0) EH 常 有 


e [84 * 


工人 «Cr ,0)K8340 = ip 27 a ette COLA 


2x 
= 2; an "ILL x N 1(0) e/"?40 — 2j 4, b, ri 


如 果 (zx(6), 天 55) 收敛, 则 由 Abel 定理 可 知 
(6), KOJ) = lim + | ulr, 6 对 5746 
更 一 般 些 , 对 互 中 任 二 广义 遂 数 09) 及 (0), 对 + 二 1， 
”二 1 常 有 
= | u(r 8)» (7, 846 = 2 o b Cnr), 
如 果 Cu, v) 存在 , 则 
(«,v) = lim 1 Lt u( r ,0)v(r,0)40, 
又 对 4€H X vcH, 出 有 一 ?> 0 使 ?< TZ 
Bisol’, 9) 调 和. 取 ” 一 kr 一 1 十 二 9， 可 知 


l + P 人 
x NO C 0)40 = V) " = («(8),v(8)), 


EIWITS! 11 
任 一 连续 函数 (0) 的 Fourier. 系数 a, 适合 于 
debel -p IK6)|d8- OQ, — 


作为 一 个 5 AER, E e WARIRI Fourier 系数 a(P 适合 
于 
aP = OC |n|?) 
反之 ,如 果 | 
Ge = OCÍn|*5, 


则 wC6) 一 as ES AXAR 
之 Gay ^ 7 

的 p 十 2 阶 微 商 。 fuixdd— £e Sx, 收敛 于 一 个 连续 函数 . 
Hub. Prid s 型 的 广义 函数 类 实质 上 就 是 连续 函数 所 定义 的 
广义 函数 的 有 限 次 微 商 的 集合 ， 

同 法 可 以 证 明 : S MEP KERSAA E 
数 所 成 的 集合 ， | 

由 上 节 的 结果 已 知 : 若 ues, ves, 则 

C450) = lim 5 NO DEORA 


如 果 «(0) — a AXE AURI u0) 的 次 微 商 ， 则 由 分 都 积分 
可 知 | 
en v) = dobo + lim ESj Cur, 9) 一 4,)v(8)40 .. 


o 5 abo + im &—L* N wr, 9)0P(8)48 , 7 
一 qobo 十 ~ 一 一 一 二 个 «(0)»? (8) 46, e. 
RUERUTHOURHR FU ORA DR i 


($5. S 零 集 
定义 “单位 圆周 上 的 一 个 开 区 间 a 之 6 天 二 称 为 二 个 妃 
型 广义 函数 的 致 堆 区 间 。 如 果 在 < 8 — b 中 的 闭 区 闻 中 一 
致 地 
Des limu(r, 0) 一 0， 08 
一 点 6, 称 为 K6) 的 支点 ,如 果 没有 包 有 0, 的 致 零 区 间 
存在 . | EE 
所 有 的 uO) 的 致 零 区间 的 总 集合 称 为 函数 a《9) 的 致 堆 
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a —Ó— —————— i: 


PERENNE . 3 : 


-- 


S. 这 是 一 个 开 集 , 其 补 集 称 为 支点 集 . 显然 文 点 娄 的 任 一 
ARELA. | 

$i 5,00) 是 一 个 以 6 8 一 少 Jt AUS XR 其 
理由 是 , 当 6 关 由 时 , 当 > 一 工时 | 


)— 7 
Plr, 0) = -一 
Lo )' 1 + 2reos(8 — p) + n 


趋 于 0. 
定理 1 已 型 的 仅 有 一个 支点 6 0 一 4 ONRAT 
成 为 


K0): = > C D], 


此 处 DaO) 是 y TC) 一 AOF TON 2570 的 线 
性 组 合 , 而 00) 2 8,0) RI » Brix is, 更 确切 此 , 对 任 一 
d € à, PA. 


TOEO = > c,D' "GG, 
XX JL M a | 
D"(»(5)) 一 一 [pesce o. o 
以 上 的 级 数 是 妆 义 的 . 
定理 2 s BROTUS AUR 6 一 由 的 广义 函数 可 以 表 
成 为 | 


«(8) = Xo". 2 i. 2Un 


JL 1 是 一 非 负 整数 . 更 确切 些 ,对 任 一 TER 
MOORE QU. 22 


二 定理 的 证 明 : 
并 不 失 其 普遍 性 ， 我 们 可 以 假定 由 一 0, 我 们 把 区 间 移 


e f87 « 


- pn————— Mn—— d NNNM 


成 为 Ey A 
对 任 一 已 与 的 0, 当 r 一 1 时 函数 在 10] > 8 的 部 分 
上 一 致 趋 近 于 0, 故 


lim TN a( r,8)«(0)40 = him | u(r 0) (6346, 
当 s 充分 小 时 ,在 [0| < e 中 ,我 们 把 函数 (0) 展开 成 
v0) 一 2 DX ((0)) sin’0 + RCO), 
这 儿 RCO) = OoCerrD， 


dx” 
在 定理 1 的 假定 下 ， 这 级 数 可 以 展 到 无 穷 ,而 且 当 |9| < 
e 时 一 致 收 化 
由 于 


C, = lim i ( sin O)'u( r, 0)40 = lim l ( sin8)'u( r, 8)40 


* SO 20 smi NN» 
= lim | (=) ur, 90)40 
i 


, 1 wf" 
in (2: )” 之 £ 
1 w("V 
的 
故 得 定理 1〈 并 且 我 们 有 了 ce, 的 表达 式 )。 


) N ci? e (27064 f. 0) d0 


在 证 明定 理 2 时 ,我们 命 | 
R*(0) = (R5. 8 j6| «e, 


0, ”其 他 点 ， 
Wij . n | 
K R(O)u( r , 0)40 = N R*(0)u( r , 0)40 
一 | R*(80)CuCr, 0) 一 ao)d6 + a, | R(C80)40, 
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最 后 一 项 显然 随 e MET 0， 又 命 w(0) 表 一 连续 函数 其 1 
次 微 商 等 于 uCr, 0) 一 as, 如 此 则 


lim T R*(0)(u(r,0) 一 ao)a0 | 一 lim Nu 
x R**6)u(r, O40) | < |^. |R*^C6)46)140 一 Oe), 
改 得 定理 2. 


$ 6. 其 他 类 型 的 广义 函数 


EX diro 0, 如 果 
lim log |a, | cd, im log |a, cd, 
| s^ Nlogn p »^^ niogn p 
则 «(05 称 为 Je ROTAR, R J, 型 广义 函数 . 
PR, J HJ" XCERER X. RERE, RLORRESUS TAE] X 
EX. 但 注意 ,两 个 J, 型 广义 函数 的 卷 积 不 一 定 是 广义 函数 . 
定理 1 J 的 对 侦 类 j 的 广义 函数 适合 以 下 条 件 


1 
im IAE > 工 ， 
n>o flogn po im ia : 
证 (DEI JL RER, 对 一 8 > 0， 存在 na) n 之 
no(6) 时 ， 


Jog ao 一 二 一 5 
n log 7 p > 
» | 
PES LS 
另 一 方面 ,由 j, 的 定义 , 当 + 充分 大 时 ， 
lbn «n "ims 
因此 2 , asb, 是 收敛 的 ， 
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(2) 假定 


lim Flog lal s 1 1 


mm n logn | p" 
RE — ROI v t 
im log el l.li1 
v^» g,logn, © P | | 
Hx bn, = 1/a,,; RU 的 2 一 0， 则 所 得 出 的 »(0) € J,, 而 
H Zarb, EH. : 
(3) 假定 l 
dm ll zl. | 
"25 nlogn p 
则 有 一 数列 n, 使 | 
(PETRI. 
ZI im dog», n logn, . T E o e c 
Ba I BRAE a. = 0, 出 定义 一 《0) 1, 而 Ze, p" 
ABK. | 


EU J, 类 中 的 一 个 广义 二 (0) 5 RNS iA 


o po 0) = X por? S. dn Leib, 100 E 
=0 Inl«m E 
这 儿 mo 
i ED ME 
Pm 一 1/Cm1)** -- , 
由 于 有 一 8 之 0 使 o | 
i 名 | an| oa 0797 
pm 2, a, ei"? < - — of 2 ) 
l In iem Cm y | ET 
= O(m?” ), 
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rr arma em ^80 me 


可 知 在 平面 上 任 一 紧 致 集 ur, 0) 是 一 致 ( 绝 对 ) 收敛 的 级 
数 ， 
定理 2 对 任 一 we] R[£— v € J,, Bl 


(u7) = lim È È” ue, 0)«(0046/1, C, 
此 处 mE 
JKr) 一 5 ! m V7 


m= t 


E 55d s 
二 EEO == 5 5 Par” > a, bj 
mvt l { n=0 


|a lm 


2x . e 
x i| eo 9D — 之 Pmr” 5 4 b,. 
zv 240 


Ini«n 
由 广义 Borel 求 和 定理 ( 见 本 讲 附录 定理 3), 可 以 推出 本 定 
B. 

同样 我 们 可 以 定义 致 等 集 、 即 为 在 开 区 间 a 之 9.< 5 中 

的 任 一 子 闭 区 间 中 ， Mr-—oN., — 

ur, 8)/ Jr) - 
一 致 趋 于 0。 这 样 开 区 间 的 总 集合 称 为 广义 函数 «9) 的 臻 
零 集 ,而 致 零 集 的 补 集中 的 点 称 为 支点 。 

附 记 ”由 整 函 数论 的 知识 可 知 J, 就 是 所 有 的 阶 < o 的 
调和 整 函 数 的 集合 ， 而 J, 中 所 施行 的 求 和 法 就 是 广义 Bore 
求 和 法 . 

”前 已 提 过 两 个 J)， 广义 郴 孝 的 卷 积 不 一 定 是 Je 广义 函数 ， 
但 如 果 考 虑 适合 于 

log |2,] 一 OC la! log In]? 
的 广义 函数 所 成 的 集 7, EJ 广义 函数 有 以 下 的 三 性 质 ， 线 
性 集 ;对 微分 运算 自封 ; 卷 积 仍然 是 了 广义 函数 , 而 了 则 由 所 
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AE ERA ERA, 


57. 《继续 ) 
我 们 还 可 以 推 得 更 广泛 些 ， 命 
QCr) 一 2 dT", qdn 20 
A — EAE HARI r - 都 收 化 


以 7o 表 适合 于 以 下 条 件 的 广义 函数 的 集合 
Ta Cala) co, gu BUll) <o, 


n- n log n dadas 2 log n 
司法 可 证 : 
定理 1 类 1, UM ly 是 由 适合 于 


og (TET (uer)... 


之 3 


PEUT TA z>% nlogn 
又 易 证 , 对 uE Lo, vezo 常 有 | 
(455) = lim L|" wor,0) HODa0/0C7), 
xL EM 
ug( r,0) = 5 qur" »» "—— 


m=0 ini«m 


随便 你 给 了 怎样 的 广义 函数 ,总 可 以 人选 得 合适 的 g, 使 
cm Ra <0, Ta legCle-.14-2 <0 
">o n logn | . 


18-08 


B UB, EROR XII, PED ANA. 


$8. $Æ m 
在 一 个 广义 通 数 类 工 中 定义 极限 的 方法 如 下 :首先 我 们 
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假定 TT 尽 由 普通 溺 数 所 组 成 的 . 

u,(8) (2 一 1 2,…) 是 工 中 的 一 个 函数 贯 ，w(6)6T 
称 为 这 贯 的 极限 的 定义 是 :对 对 偶 类 于 中 任 一 函数 (0) ECT 

lim(u,, v) = (u,v), 

ETTB $ 中 的 广义 函数 ,通常 是 普通 意义 下 的 
ER X, RIVERM T PBA ATERRAR 
极限 ， 

(i) 假定 vr, 0) à 一 1,，2,，.…) 是 一 个 函数 贯 ， 在 一 
个 包 有 闭 单位 加 的 域内 痢 是 调和 的 ， 且 在 这 域内 的 任 _ 紧 到 
子 集 上 一 致 收敛 , 则 其 极限 函数 vCr ,0) 显然 在 这 域 中 是 调和 
的 ,我 们 称 "(6) 为 v, CO) 的 极限 ,以 v,(0) 一 v (OX) 表 之 . 

XP E— «(0) € H DB 909) 充分 小 ,使 所 有 的 vir, 


D 定义 的 域 包含 有 以 过 一 1 二 Z AERE. 由 $ 3 可 
知 


2x J0 


COREE ES fea «lr» Or 8)40, 
1 


= 一 -一 . 
1 十 一 5. 
2 


由 假设 w(r, 0) 在 半径 为 + 的 闭 加 内 一 到 收敛， Le 
| | lim(w, V,) 一 ip u(r, 03e Cr', 6: 0)40 = (u, v), 


(i) 假定 NN 0) (v —1,2, ---2 是 一 个 函数 贯 ,在 单 
位 贺 内 调和 ， EMN EAR 并 县 对 任 一 p 20, 


s n 0) 


JERIA RU L k, MUZEE ERRE 7,9) 也 在 
单位 回 内 调和 ,在 回忆 上 有 无 穷 次 微 商 . 我 们 定义 为 w(6) 一 
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e C(8)CS). 


B ESSR- XER 


X07 21s ei"? , | 


ZOL e 2j be in (0) = Xs b, eznb 


由 于 v. 00) ZRS L BSk, 所 以 


im $I” = lim — Nu s,(0)48 一 一 Lp «(8340 一 L^ 
vo o 2x J0 Am 49 


En 4 DESIT. u(8) 是 连续 函数 wk6) B3 P 次 微 商 ， 


aes 


(2) = a + EDE f" OON DE 


我 们 假设 了 : ZEBUS b 6) 也 一 KRAF v0), 所 以 


ix 
lim (u, 5,) = ab, + cp | u(0)lim vP (8)40 = (u, P). 


这 就 是 说 ,如 果 | 
| v(0)— «(0) (G, 
则 恒 有 ? 

limCu v, )2(u,v). 

(i) 假定 "o 6)( = 1, 2, ..) 是 一 个 整个 平面 上 
调和 的 函数 贯 .在任 一 紧 致 集 上 ， ERAT NE vCr, 
8), 这 样 我 们 定义 

(o v(0) — v(0) d, 


1) 不 难 证 明 , 这 儿 所 定义 的 $ 类 的 极限 是 与 L. Schwarz 所 定义 的 极限 是 
一 样 的 。 但 值得 注意 的 ， 这 上 儿 所 定义 的 工 . Schwarz J^ X RSS S IN, 
Jt Bog X UE RR E E, 而 这 儿 证 明了 连续 性 是 必然 的 ,不 必 在 定义 中 
REN. l 
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从 CÓ 的 证 明 中 知道 必然 有 
lim (u, 22 一 Cu, 2). 


NOE ,C7 6), v 一 1,2, 是 一 个 零 阶 整 调 和 函 
数 贯 , 在 平面 任 一 紧 致 集 上 一 致 收 伍 于 二 函数 %(r,:8); BBE 
[LE 则 定义 v, (6) — «(62 CJ), 同样 有 

lim (v, v,) = (u, 2). 


由 以 上 的 这 些 例 子 ， 可 以 看 出 对 应 于 任何 一 广义 函数 了 
HHA T, 我 们 总 可 以 用 相仿 的 方法 适当 地 引进 T 中 的 极 


限 概 念 ,使 得 下 面 的 关系 成 立 
| lim(w, 5 " )-— (s; v), EE 
这 里 不 一 一 列举 ,读者 可 试 作 之 。 : aaan 
sw og ur 


C) IAEAERRUDISBOLAGR, ETE SEES io 
义 函 数 类 是 十 分 自然 的 . 因为 一 


E 类 中 函数 的 说 明 


K | 有 限 和 (调和 多 项 式 ) 0 
G, | 堆 阶 型 的 调和 整 函数 


jo 零 阶 调和 整 函 数 

1 | 所 有 的 调和 整 函 数 | 

H WARANA RALIS ROS CAL AA 
并 且 有 关系 


利用 整 函数 的 阶 在 与 了 之 间 还 可 以 揪 进 J 


在 让 与 娘 之 间 还 可 以 利用 调和 函数 的 边界 函数 的 性 质 皇 


入 其 他 类 ,如 $ 2 例 三 所 列 ， 
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另 一 方面 从 发 散 级 数 的 求 和 理论 ， 我 们 的 讨论 也 有 它 的 
(2) 由 $ 2 的 定理 1 与 4 可 知 ,从 系数 的 无 穷 大 的 阶 来 分 
类 也 是 极 自然 的 ,有 系统 性 的 ,主要 的 类 是 : 


类 iog|es| 的 阶 
S O(logn) 

H oln) 

7 O(») 

了 O(nlogn) 

G, o(n?), pl 


(3) 由 保 角 变换 的 基本 定理 , 我们 所 讨论 的 类 H, 实质 
上 并 不 限于 单位 圆 .我 们 可 以 考虑 任何 平面 上 的 有 一 点 以 上 
边界 的 单 连通 域 ,特别 是 上 半 平 面 与 实数 轴 . O 

另 一 方面 ,由 于 Fourier 级 数 与 Fourier 积分 的 相似 性 质 ， 
我 们 可 以 直接 考虑 “形式 Fourier 积分 ”: 


u(x) 一 XA NO e''*di,. 


如 果 log |a(2)| = oC, , 则 wx(z) 称 为 属于 互 类 ,如 果 log |ala) | 
一 O(log |2|), Ul s Cc) 称 为 属于 S 类 ,其 对 应 的 调和 函数 是 
u(x,y) 一 JA | aÇ) ei57 gr, y >o, | 

(4) 更 一 般 些 , 从 推广 52 的 定理 1 与 4 入手 : 命 R。 表 
# 维 实 Euclid ZE, t= (5, ---, t.) 表 其 中 的 一 点 ,又 命 
r—X 4T FB, 
与 定理 1 相仿 我 们 有 以 下 的 结果 . 
命 pr) 表 一 单 变数 7020) 的 正 递增 函数 ,， 且 对 任 一 
ó — 0 积分 
| CC) ear 0) 
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常 收敛 . 

命 4 代表 适合 以 下 条 件 的 函数 aC: CI) 在 任 一 有 限 区 间 

中 aG) 是 平方 可 积 及 (ii) 除 一 测度 为 零 的 集合 外 ， 当 r 充分 
大 时 

log | a(2)| = oClog p(7)). ` (2) 

又 命 B 代 表 适 合 以 下 条 件 的 函数 BG: G) 在 任 一 有 限 区 间 中 

BO 是 平方 可 积 及 G) 除 一 测度 为 零 的 集合 外 , 当 充分 大 

时 
1 
log g(t) = O (eros). EE 


如 此 , 则 4 与 3 之 间 有 以 下 的 三 性 质 : (i) 如 果 aG)e 4, 
b) € B, 则 7 


^ alt bG dt,- dts < o0, (4) 


OR C B 中 任 一 5() ,C4) RRA, M aG) E€ A, Gii) 如 
果 对 4 中 任 一 aCe), CO 式 常 收效 , 则 bG) € B. 
证 明 从 略 , 还 有 与 定理 4 相仿 的 结果 ， 


GÈR 
s(x) = ex poen da - di, 


Z 所 成 的 广义 沪 数 ， 此 处 Ix! =m £X Toc fnfne 这 积分 是 绝 
对 收敛 的 . | | 
积分 


f alt) bl) dt 
可 以 看 成 为 a(0CeA) HI — AREZ, 因而 定义 了 一 个 广义 
函数 x(x), H 


(u(x),v(x)) = | . | alt) b(r) di - - dt, 
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这 4x) 可 以 用 形式 Fourier 积分 
u(x) = 一 上 一 B . | ar) e" di. di, | 


来 表达 。 这样 的 «G0 可 以 用 以 下 的 方法 实现 出 来: 
(0D EHE e> 0, a(o = OCE”), 则 用 
ól... a(z)e t- msdn- dtn, 
(V az | 
这 儿 lel 一 (al s ltal), 而 
GG, 7) 一 lim | «| (x,y )v dx. 
(2) 其 他 的 情况 可 引进 mE 


ux.) EL aG)e7 de t / Les 


ax Ly) = 


而 
(Ule) IGY) = lim [s [ut o yn mo c 
这 方法 似乎 比 L. Schwarz 的 方法 有 显著 的 优点 。 

(3) 我 们 也 可 以 用 任 一 枯 贺 型 偏 微分 方程 来 代替 Laplace 
方程 ,如 此 对 应 一 个 域内 的 解 ,我 们 在 边界 上 可 以 定义 一 广义 
函数 理论 ,当然 还 可 以 推 得 更 广 些 ,如 我 们 所 研究 过 的 典型 域 
的 调和 函数 与 特征 流 形 上 的 Fourier 分 析 等 等 B 


附 R 求 和 法 


定理 1 命 4,(r) 是 一 函数 贯 ， 在 一 以 ro 为 右 端的 区 间 
内 定义 ,并 假定 有 以 下 的 人 性质 : | | ! 


Ci) qr) 之 0， 
(ii) (—OMia0)—1, rr 
v ` 
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并 对 任 一 ? 
(ii) limqr) = 0, 


则 由 s, 一 :可 推 得 
lim 2; qiir)s, =s, 
证 ”并 不 失去 普遍 性 可 以 假定 ;一 0， 对 任 与 > 0, 我 


们 有 fii» > M 时 ,|s,| < e, 并 可 假定 对 所 有 的 »,1s,| < 
PRU 


> Prsi S B2 (r) +e pa a) 
<B > qr) 士 €, 
M rr kt, 右边 趋 于 e。 故 得 所 证 . 
瑰 在 取 两 个 重要 特例 : 


(CD 取 m=1 gs(7) —0-—20rz77, WA GO, GG. 
Gi) 都 适合 , 所 以 当 + 一 1 时 


X (1 7 r)r' Sy 77 Xe 一 pr 一 > lim s, Sga 


这 就 是 
定理 2 (Abe) # 


收敛 于 s, 则 当 ” 一 工时 


EEF s. 
(2) 假定 
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是 一 处 处 收敛 的 寡 级 数 。 命 
qe?) 一 人 3 Pr”, 


RICO, G) 显然 适合 ， 由 于 
lim q,(7) 一 lim -po 一 em, 


vp,r" 1 
时 一 了 


由 此 得 出 
定理 (Bore) # 
> pr s Py 之 10 


是 一 处 处 收敛 的 宕 级 数 in Ss — 5, W 


定理 1 还 有 其 类 似 的 积分 定理 . 

定理 4 命 4(r,0) 是 一 函数 在 0 «024 0r «1 
中 定义 且 有 次 之 性 质 : 

G) alr, 0) 0， 


Ci) NOD. 一 1 
及 对 任 一 。 > 0， 
im| qCr,0)40 — 0, 
Ait, 34 0— 土 0 时 , (9) — s, 则 
lim | gCr, OOO = s, 
(此 处 假定 式 (0) 是 团 变 函数 . 》 
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